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است بفرد منحصر اساسا ساده، نیم لͬ گروه ͷی توپولوژی

kouhestani@math.usb.ac.ir وبلوچستان، سیستان دانشͽاه ریاضͬ، دانشͺده استادیار کوهستانͬ، نادر

b.moghaddamfard@gmail.com وبلوچستان، سیستان دانشͽاه ارشد، کارشناسͬ دانشجوی فرد∗، مقدم بتول

و�نشان مͬ�کنیم مطالعه ساده ونیم ساده لͬ گروههای روی را فشرده موضعا گروههای توپولوژی�های ما متن، دراین چͺیده:
σ-فشرده گروه ͷی Sو میان مجرد یͺریختͬ هر است؛یعنͬ سخت بسیار S مانند درگروهͬ لͬ، گروه توپولوژی که دهیم مͬ

است. همسان�ریختͬ ͷباشد،ی ساده مطلق بطور S اینکه شرط با خودکار بطور فشرده وموضعا
پیوسته های همریختͬ فشرده، موضعا گروه جبر�لͬ، لͬ، گروه کلیدی: کلمات

تعریف

همبند حقیقͬ لͬ گروه ساده، لͬ گروه ͷی .1 − 1 تعریف
ساده s = Lie(S) یعنͬ آن جبرلͬ که است، S مرکز بدون

باشد.
باشند؛ هموار لͬ دوگروه Hو G اگر .2− تعریف1

هرگاه است، لͬ همریختͬ ͷی φ : G −→ H نگاشت .١
و باشد همریختͬ گروه، دیدگاه واز هموار φ

نامند. یͺریختͬ�لͬ را φ آنگاه باشد وابرسانͬ ،φ اگر .٢
لͬ گروه از φ : S −→ S نگاشت هرگاه .3 − تعریف1
مͬ S از خودریختͬ را φ دراینصورت باشد، یͺریختͬ S

نامند.
Aut(S) رابانماد S روی ها خودریختͬ تمام مجموعه�ی

دهند. مͬ نمایش
ψ : s −→ η،باشند جبرهای�لͬ η و s اگر .4 − تعریف1
حافظ و خطͬ ψ هرگاه است جبرلͬ همریختͬ ͷی
، X,Y ∈ sهر برای یعنͬ باشد، لͬ کروشه�ی
ͷبه�ی ͷیψ اگر بعلاوه ψ([X,Y ]) = [ψ(X), ψ(Y )]

است. جبرلͬ یͺریختͬ اینصورت در باشد، وپوشا
میان یͺریختͬ ϕ : s −→ s نگاشت هرگاه .5 − تعریف1

مقدمه

چندین بوسیله�ی گروههای�لͬ، میان مجرد های یͺریختͬ
مشخص طور به است. گرفته قرار مطالعه مورد نویسنده
یͺریختͬ که کرده�اند اثبات (7) وندر�واردن �و� (2) کارتان
پیوسته خودکار بطور نیم�ساده، گروههای�لͬ میان مجرد
یͺریختͬ�های به �(3)� فرودنتال بوسیله�ی این�مطلب است؛�
است. شده داده تعمیم ساده�مطلق حقیقͬ گروههای�لͬ میان
بوسیله�ی جبری�ساده، گروههای مجردمیان یͺریختͬ�های
مراحل این تمام و گرفته� قرار مطالعه مورد �تیتس(9) و بورل
در�این یافته�است. گسترش گروههای�لͬ از به�کلاسͬ بسختͬ
موضعͬ فشرده گروههای میان مجرد یͺریختͬ�های مقاله،
توسیع که، مͬ�بینیم و کرده بررسͬ را ساده گروههای�لͬ و
است. منحصربفرد لͬ�ساده گروه ͷی از گروهͬ توپولوژی
است ضروری توپولوژی روی ها محدودیت برخͬ قراردادن
که هایی توپولوژی وهمچنین گسسته توپولوژی ما درنتیجه
ساده یͷنسخه�ی گیریم. درنظرنمͬ را نیستند فشرده موضعا

کنیم. مͬ بیان زیر بشرح را اصلͬ ازنتیجه�ی شده

١
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است.
باز) نگاشت (قضیه .9− قضیه2

میان پوشا پیوسته همریختͬ ψ : G −→ H کنید فرض
باشد σ-فشرده ،Hاگر باشد. فشرده موضعا گروههای

است. باز نگاشت ،ψ بنابراین
خودکار) −10.(پیوستگͬ قضیه2

-σ گروه ͷی H و موضعافشرده گروه ͷی G کنید فرض
همریختͬ ψ : G −→ H فرضکنید همچنین باشد، فشرده
مجموعه�ی معکوسهر باشد:(تصویر برل نگاشت و گروهͬ
پیوسته ψ بنابراین است.) برل مجموعه�ی ͷی U ⊆ H

است.
و m-بعدی �ساده گروه�لͬ ͷی S � کنید فرض .11 − لم2
فرض همچنین باشد؛ باز زیرگروه ͷی G ⊆ AutLie(S)

منحنͬ�هموار شامل فشرده زیرمجموعه�ی ͷی C ⊆ G کنید
وجود g0, g1, ..., gm ∈ G عناصر بنابراین باشد. غیرثابت
فشرده ͬͽهمسای g0Cg1Cg2C...gr−1Cgm که دارند

است. ازهمانͬ
G ⊆ و m-بعدی گروه�لͬ�ساده ͷی را S .12 − لم2
کنید فرض قراردهید. باز زیرگروه ͷی را AutLie(S)
وهمچنین ازهمانͬ فشرده ͬͽهمسای ͷیD ⊆ G که
باشند، همانͬ از دلخواه ͬͽهمسای ͷی U ⊆ G

بطوریͺه وجوددارند a1, a2, ..., am ∈ G عناصر بنابراین
و همانͬ از ͬͽهمسای ͷی [a1, D][a2, D], ..., [am, D]

است. U در مشمول
موضعا�فشرده و -فشرده σ گروه ͷرای Γ .13 − قضیه2
گروه زیر G کنید فرض قراردهید. لͬ�ساده راگروه S و
همریختͬ φ : Γ −→ G نگاشت و AutLie(S) از باز
ͷی که کنید فرض همچنین باشد. مجرد پوشای گروهͬ
غیر هموار منحنͬ شامل C ⊆ G فشرده مجموعه�ی زیر
دراین است؛ σ-فشرده ،φ−1(C) بطوریͺه وجوددارد ثابت

است. باز و پیوسته φصورت
G ⊆ و فشرده ساده گروه�لͬ S کنید فرض .14 − نتیجه2
-σ و فشرده موضعا گروه ͷرای Γ باشد. باز AutLie(S)
همریختͬ φ : Γ −→ G کنید فرض و قراردهید فشرده

مͬ s از خودریختͬ ͷی ϕ دراینصورت باشد، لͬ جبرهای
باشد.

با را K میدان روی ،s لͬ جبر خودریختͬ�های مجموعه��ی
دهیم. مͬ نشان Autκs نماد

است، σ-فشرده هاسدورف فضای ͷی .6 − تعریف1
باشد. فشرده زیرمجموعه�های از شمارش�پذیر اجتماع هرگاه
را ͬͺتوپولوژی فضای ͷازی A زیرمجموعه�ی .7− تعریف1

باشد. فشرده A بستار هرگاه گویند فشرده نسبی بطور
هاسدورفموضعافشرده توپولوژی یͷفضای تعریف8−1.
فشرده بطورنسبی ͬͽهمسای ͷی آن هرنقطه�ی هرگاه است،

باشد. داشته

فرض هاسدورف ͬͺتوپولوژی گروههای −9.تمام 1 تذکر
اند. شده

دو بخش

ساده بطورمطلق حقیقͬ لͬ گروه S فرضکنید .1−2 قضیه�
σ-فشرده توپولوژی گروه�لͬ،گروه توپولوژی باشد.بنابراین

است. S روی یͺتا ی فشرده وموضعا
ساده مجرد، گروه ͷی بعنوان ساده گروه�لͬ ͷی .2 − 2 لم

است.
ساده گروه ͷی بعنوان که ناگسسته هرگروه�لͬ .3 − 2 لم

است. ساده لͬ باشد،گروه
بطورمطلق s یعنͬ آن متناطر باجبرلͬ S −4.�گروه�لͬ گزاره2
ساده یͷجبر�لͬ مختلط) (Cعدد s

⊗
ℜ C اگر، است ساده

باشد. مختلط
باشد. مͬ نیز فشرده موضعا σ-فشرده، فضای هر .5− لم2
σ-فشرده σ-فشرده، فضاهای از متناهͬ ضرب .6 − لم2

است.
میان پیوسته نگاشت f : X −→ Y اگر .7 − گزاره2
نیز f(x) بنابراین باشد σ-فشرده ،X و هاسدورف فضاهای

است. σ-فشرده
σ-فشرده -فشرده، σ فضای از بسته فضای زیر .8 − لم2

٢
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با مختلط لͬ�ساده گروه ͷی S کنید فرض .8 − قضیه3
و S شامل زیرگروه ͷی را G ⊆ AutQ(s) باشد. s جبرلͬ
فرض دهید. قرار σ-فشرده و فشرده موضعا گروه ͷی را Γ
بنابراین باشد، گروهͬ یͺریختͬ φ : Γ −→ G که کنید
ترکیب نگاشت بطوریͺه دارند وجود α ∈ AutQ(s) عنصر
زیرگروه ͷی بتوی همسانریختͬ cα ◦ φ : Γ −→ AutQ(s)

.Aut(S) = AutQ(s) درنتیجه و است AutQ(s) از باز
فاقد همبند ساده نیم گروه�لͬ ͷی S فرضکنید قضیه9−3.
S = S1 × ... × Sn باشد. Lie(S) = s جبر�لͬ با مرکز
G ⊆ Aut(S) بͽیرید. درنظر ساده عوامل به تجزیه نماد را
ͷی Γ که کنید فرض قراردهید. S شامل زیرگروه ͷی را
φ : Γ −→ G نگاشت و σ-فشرده و فشرده موضعا گروه
وجود αi ∈ Aut(Si) عناصر پس باشد. گروهͬ یͺریختͬ
زیرگروه به G ساز مزدوج α = α1 × ... × αn که دارند
cα ◦ φ : ترکیب نگاشت و هستند، Gα ∈ AutLie(S) باز
مطلق ساده Si اگر باشد. مͬ همسانریختͬ Γ −→ Gα

فرضشوند. همانͬ ها αi است ممͺن بنابراین باشند،
باشند، قبل قضیه�ی مفروضات G و S اگر .10 − نتیجه3
باشد، σ-فشرده و فشرده موضعا گروه ͷی Λ که فرضکنید
اگر است. مرکزی پوشای همریختͬ φ : Λ −→ G بطوریͺه
عناصر بنابراین نامتناهͬ) یا (متناهͬ باشد گسسته Cen(Λ)
α = α1 × α2 × ...× αn که دارند وجود αi ∈ Aut(Si)

Gα ⊆ AutLie(S) باز گروه زیر ͷی به G ساز مزدوج
اگر است. باز نگاشت cα ◦ φ : Λ −→ Gαو باشند مͬ
همانͬ است ممͺن ها αi نتیجه در باشند مجرد ساده Si

شوند. انتخاب
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لیندلوف های �گروهP و پذیر �تجزیهR های گروه

grezaie@hamoon.usb.ac.ir بلوچستان، و سیستان دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͯ هيأت عضو رضایͬ*، رضا غلام

M.Z.seven١۴@gmail.com بلوچستان، و سیستان دانشͽاه ارشد، کارشناسͬ دانشجوی ذوالفقاری محمد

داده قرار برسͬ مورد پذیر تجزیه های ساختار با را توپولوژی های گروه متفاوت انواع خواهیم مͬ مقاله این در چͺیده:
اشاره لیندلوف های P-گروه به توان مͬ توپولوژی، های گروه جمله آن از ،که کنیم مشخص را آنها های گروه زیر و
ω-ثابت اگر اگروتنها و شبه-ω١-فشرده اگر اگروتنها است پذیر R-تجزیه P-گروه، ͷی که کنیم مͬ ثابت ما کرد.
R-تجزیه های P-گروه از پیوسته تصویر و های P-گروه از مستقیم ضرب حاصل که دهیم مͬ نشان مقاله این در باشد

است پذیر R-تجزیه پذیر،
لیندلوف Σ-فضای ω-ثابت، شبه-ω١-فشرده، P-فضا، پذیر، R-تجزیه گروه کلیدی: کلمات

پذیر �تجزیهR های �گروهP برسͬ ١

همومورفیسم ،G روی f مقدار حقیقͬ تابع هر برای هرگاه گوییم پذیر R-تجزیه را G ͬͺتوپولوژی گروه .١.١ تعریف
که باشد موجود چنان h : H −→ R پیوسته تابع و H دوم نوع شمارای توپولوژی گروه روی به Π : G −→ H پیوسته

. f = hoΠ

جایͽزین X مانند دوم نوع شمارای فضای هر با توان مͬ را فوق تعریف در ،R حقیقͬ خط که کنیم دقت .٢.١ توجه
است. Rω از فضایͬ زیر با همومورفیسم X زیرا کرد،

ͬͽهمسای هر برای هرگاه گویند τ-کراندار را G ͬͺتوپولوژی گروه باشد، نامتناهͬ کاردینالͬ τ کنیم فرض .٣.١ تعریف
.G = K.U که باشد موجود |K|چنان ≤ τ که ای گونه به K ⊆ G مجموعه زیر همانͬ عنصر از U باز

،G طوریͺه به τ ≥ ℵ٠ کاردینال کوچͺترین از است عبارت ib(G) باشد، توپولوژی گروه G کنیم فرض .۴.١ تعریف
باشد. τ-کراندار

گویند. τ-کراندار را آن آنͽاه ib(H) ≤ τ باشیم داشته H گروه برای اگر .۵.١ تعریف

شمارش پوشش زیر ͷی X از باز پوشش هر و باشد منظم X هرگاه گویند لیندلوف را X توپولوژی گروه .۶.١ تعریف
باشد. داشته پذیر

١
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باشد. باز X در Gδ-مجموعه هر هرگاه گوییم، P-فضا را X مجموعه .٧.١ تعریف

τ بر منطبق کامل، یͺنواخت ساختار ͷی دارای هرگاه گوییم کامل دیودونه را (X, τ) توپولوژی فضای .٨.١ تعریف
ماکسیمال یͺنواخت ساختار و تیخونوف فضای ͷیX اگر اگروفقط است کامل Xدیودونه فضای دیͽر عبارت به باشد،

باشد. کامل X بر

|µ| ≤ τ طوریͺه به باشد µ خانواده زیر شامل X از γ باز پوشش هر WL(X)اگر ≤ τ داریم X فضای برای تعریف٩.١.
باشد. چͽال X در ∪

µو

گویند ضعیف لیندلوف را X فضای آنͽاه باشد WL(X) ≤ ω اگر .١٠.١ تعریف

شمارش X در باز های مجموعه از متناهͬ موضعا خانواده هر هرگاه گوییم، شبه-ω١-فشرده را X فضای .١١.١ تعریف
باشد. پذیر

های مجموعه زیر از شمارایͬ تعداد اجتماع هرگاه گوییم، σ-فشرده را X تیخونوف توپولوژی فضای .١٢.١ تعریف
باشد. فشرده

ناپذیر اندازه اصلیتͬ X در باز های مجموعه از گسسته خانواده هر طوریͺه به باشد فضایͬ X کنیم فرض .١٣.١ لم
.νX = µX بنابراین باشد. داشته

.µH = νH بنابراین باشد. ناپذیر اندازه اصلیتͬ ib(H) که باشد توپولوژی گروه H کنیم فرض .١۴.١ نتیجه

Z-نشاننده فضای ،زیر Gδ-چͽال هر و است G در Z-نشاننده ،G توپولوژی گروه از H پذیر R-تجزیه گروه زیر هر
کنیم بیان را زیر گزاره توانیم مͬ لذا است C-نشاننده

زیر ͷی،H بنابراین باشد. K ͬͺتوپولوژی گروه از Gδ-چͽال پذیر R-تجزیه گروه زیر ͷی H کنیم فرض .١۵.١ گزاره
است. پذیر R-تجزیه ،K وگروه است K در C-نشاننده گروه

بعلاوه است، PT-گروه ͷی بنابراین باشد، νK = µK = ϱωK که K مانند پذیر R-تجزیه گروه هر .١۶.١ نتیجه
است. پذیر R-تجزیه گروه ͷی ϱωK گروه

معادلند: K پذیر R-تجزیه گروه از H Gδ-چͽال های زیرگروه برای زیر های عبارت .١٧.١ نتیجه
است؛ پذیر R-تجزیه ،H گروه (١)

است. K در C-نشاننده ،H گروه (٢)

P-گروه خصوص، به است. برقرار H پذیر R-تجزیه P-گروه، هر برای νH = µH = ϱH تساوی .١٨.١ نتیجه
است. کامل دیودونه-کامل، پذیر R-تجزیه

است. ω-ثابتͬ مورد در ما بعدی نتایج حال

ω-ثابت ،H گروه بنابراین باشد. K پذیر R-تجزیه گروه از چͽال C-نشاننده گروه زیر ͷی H فرضکنیم .١٩.١ گزاره
باشد. ω-ثابت ،K اگر تنها و اگر است

٢
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هایͬ P-گروه روی Gبه ℵ٠-کراندار P-گروه از پیوسته های همومورفیسم همه از ای خانواده γ کنیم فرض .٢٠.١ لم
است. باز f ∈ γ هر بنابراین باشد، لیندلوف f ∈ γ که f(G) تصویر اگر باشد. ≥وزن ω١ با

≥وزن، ω١ با H P-گروه روی به G شبه-ω١-فشرده P-گروه از f : G −→ H پیوسته همومورفیسم هر .٢١.١ نتیجه
است. باز

f : قسمتͬ خارج های همومورفیسم همه خانواده γ و باشد شبه-ω١-فشرده P-گروه، ͷی G کنیم فرض .٢٢.١ لم
است. ω١-کامل ،γ خانواده بنابراین .W (K) ≤ ω١ که باشد هایͬ گروه روی به G −→ K

که گرفت نتیجه توان مͬ بنابراین باشد. ψ(H) ≤ ω١ با شبه-ω١-فشرده P-گروه ͷی H کنیم فرض .٢٣.١ نتیجه
.W (H) ≤ ω١

است. ω١-ثابت پذیر، R-تجزیه P-گروه، هر .٢۴.١ نتیجه

با هایͬ گروه روی به G شبه-ω١-فشرده P-گروه از قسمتͬ خارج های همومورفیسم تمام شامل γ خانواده .٢۵.١ لم
است. ͷمشب-ω١ ≥وزن، ω١

.c(G) ≤ ω١ خصوص به است. ای ω١-شبͺه شبه-ω١-فشرده، P-گروه هر .٢۶.١ نتیجه

پیوسته همومورفیسم ،f : G −→ R پیوسته تابع هر برای طوریͺه به باشد ͬͺتوپولوژی گروه G کنیم فرض .٢٧.١ لم
است. پذیر R-تجزیه نیز G گروه بنابراین .Π ≺ f که است موجود چنان H پذیر R-تجزیه گروه روی به Π : G −→ H

معادلند: زیر شرایط ،G P-گروه برای .٢٨.١ قضیه
است؛ پذیر R-تجزیه ،G گروه (١)

است؛ شبه-ω١-فشرده ،G گروه (٢)

است؛ ω-ثابت ،G (٣)گروه
است. لیندلوف ψ(H) ≤ ω١ با G از H همومورفیسم هر پیوسته تصویر و است ℵ٠-کراندار ،G(۴)گروه

باشد. مͬ لیندلوف ضعیف، لیندلوف منظم P-فضای .٢٩.١ لم

ها همومورفیسم تصویر و ها ضرب حاصل و پذیر �تجزیهR های �گروهP ٢

های گروه ضرب حاصل آیا که این مانند دارد وجود کمͬ اطلاعات پذیر R-تجزیه های گروه ضرب حاصل مورد در
به گفتن پاسخ معادل سوال این به گفتن پاسخ حقیقت در است؟ پذیر R-تجزیه فشرده، های گروه با پذیر R-تجزیه
مستقیم ضرب حاصل که دهیم مͬ نشان (۵.٢) قضیه در است. شبه-ω١-فشرده پذیر R-تجزیه گروه هر که است این

است. پذیر R-تجزیه پذیر، R-تجزیه های P-گروه از دلخواه

X بنابراین باشد شبه-ω١-فشرده X =
∏

α∈AXα ضرب حاصل از متناهͬ ضرب حاصل زیر هر کنیم فرض .١.٢ لم
باشد مͬ شبه-ω١-فشرده همواره

٣
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φ : G −→ K و باشد τ-کراندار ͬͺتوپولوژی های گروه از مستقیم ضرب حاصل G =
∏

i∈I Gi کنیم فرض .٢.٢ لم
قسمتͬ خارج همومورفیسم توانیم مͬ i ∈ I هر برای بنابراین باشد. ψ(K) ≤ τ با K گروه به پیوسته همومورفیسم
که کنیم پیدا ی گونه به را h :

∏
Hi −→ K پیوسته همومورفیسم و ψ(Hi) ≤ τ با Hi گروه روی به را Pi : Gi −→ Hi

است. Pi های همومورفیسم مستقیم ضرب حاصل P : G −→
∏

i∈I Hi ،φ = hoP

پیوسته همومورفیسم P : G −→ H و توپولوژی های گروه از مستقیم ضرب حاصل G =
∏

i∈I Gi کنیم فرض .٣.٢ لم
نͽاشت که است موجود چنان |j| ≤ τ که j ⊆ I ی مجموعه بنابراین .ψ(H) ≤ τ که باشد H ͬͺتوپولوژی گروه به

.Πj ≺ P که است ای گونه به Πj : G −→ Gj =
∏

i∈j Gi تصویری

همومورفیسم φ : G −→ K اگر باشد. پذیر R-تجزیه های P-گروه ضرب حاصل G =
∏

n∈ω Gn کنیم فرض .۴.٢ لم
.nW (K) < ω١ و است لیندلوف K گروه بنابراین ،ψ(K) ≤ ω١ با K گروه روی به پیوسته

بعلاوه است. پذیر R-تجزیه پذیر، R-تجزیه های P-گروه از G =
∏

α∈AGα دلخواه ضرب حاصل هر .۵.٢ قضیه
دوم نوع شمارای گروه روی به Π : G −→ L قسمتͬ خارج همومورفیسم ،G روی f پیوسته حقیقͬ-مقدار تابع هر برای

.Π ≺ f که است موجود چنان L

ازای به لذا باشد. پذیر R-تجزیه های P-گروه از مستقیم ضرب حاصل G =
∏

i∈I Gi کنیم فرض .۶.٢ گزاره
.ceLω١(G) ≤ ω١ داریم و است τ-ثابت ،G گروه ،τ ∈ {ω, ω١}

است. پذیر R-تجزیه پذیر، R-تجزیه های P-گروه از دلخواه ضرب حاصل از پیوسته همومورفیسم تصویر .٧.٢ قضیه

است. پذیر R-تجزیه پذیر، R-تجزیه P-گروه از پیوسته همومورفیسم تصویر هر .٨.٢ نتیجه

است. پذیر R-تجزیه ω-ثابت پذیر، R-تجزیه گروه از پیوسته همومورفیسم تصویر هر .٩.٢ مثال

همومورفیسم تصویر از چͽال گروه زیر ͷی H اگر تنها و اگر است ν(H) به متعلق H ͬͺتوپولوژی گروه .١٠.٢ لم
باشد لیندلوف های Σ-گروه از ضرب حاصل از پیوسته
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معکوس های گروه نیم از توپولوژی برانت های �توسیع
�بستهH مطلق بطور توپولوژی

mansournekoamall@yahoo.com بلوچستان، و سیستان دانشͽاه ارشد، کارشناسͬ التحصیل فارغ- کرمانͬ، نکوآمال منصور

khanegir66@gmail.com بلوچستان، و سیستان دانشͽاه ارشد، کارشناسͬ التحصیل فارغ- گیر، خانه رومینا

برای است. شده اثبات جبری برانت های λ-توسیع گروه نیم همریختͬ تصاویر خواص برخͬ مقاله این در چͺیده:
H-بسته، مطلق بطور توپولوژی معکوس گروه نیم ͷی از برانت λ-توسیع هر که شود مͬ اثبات λ ≥ 2 اصلͬ عدد هر

است. H-بسته مطلق بطور توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در
نیم H-بسته، توپولوژی معکوس گروه نیم توپولوژی، برانت λ-توسیع توپولوژی، معکوس گروه نیم کلیدی: کلمات

H-بسته جبری بطور گروه

. (α, a, β) · 0 = 0 · (α, a, β) = 0 · 0 = 0 و
-λ آنرا که است، گروه نیم ͷی Bλ (S) صورت این در

نامیم. مͬ S گروه نیم روی برانت توسیع
α, β برای∋ نباشد، صفر شامل Aو ⊆ S اگر بعلاوه،

بصورت را Aαβ مجموعه Iλ

Aαβ = {(α, s, β) |s ∈ A}

Aαβ = آنگاه بود 0 ∈ A اگر و داد خواهیم نشان
ͷی G کنید فرض است. {(α, s, β) |s ∈ A\ {0}}

گروه نیم باشد. توپولوژی های گروه نیم از خانواده
گویند H-بسته ،G خانواده در را S ∈ G توپولوژی
به S شامل که T توپولوژی گروه نیم هر در S هرگاه
G اگر باشد. بسته است، گروه نیم زیر ͷی عنوان
نیم آنگاه باشد، توپولوژی های گروه نیم همه خانواده
است. شده معرفͬ [٢] در که گویند H-بسته را S گروه
توپولوژی های گروه نیم از خانواده ͷی G کنید فرض
،G خانواده در را S ∈ G توپولوژی گروه نیم باشد.

پیش�گفتار

نیم ͷی است. هاسدروف فضاها همه مقاله این در
عمل با توپولوژی یͷفضای توپولوژی گروه(معکوس)
معکوس عمل ͷی نحو، همین پیوسته(به تواما ضرب
E (S) با آنگاه باشد، گروه نیم ͷی S اگر است پیوسته)
الحاقͬ صفر با را S گروه نیم دهیم، نمایشمͬ را S نوار

دهیم. مͬ نمایش S1 با
یͷمجموعه Iλ و صفر با گروه یͷنیم S فرضکنید
روی را گروه نیم عمل باشد λ اصلͬ عدد با تهͬ غیر

مجموعه

Bλ (S) = Iλ × S × Iλ ∪ {0}

زیر صورت به a, b ∈ S و α, β, γ, δ ∈ Iλ همه برای
کنیم: مͬ تعریف

(α, a, β)·(γ, b, δ) =

 (α, ab, δ) if β = γ

0 if β ̸= γ

١
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ͷی h : Bλ (S) → T و توپولوژی گروه نیم ͷی T
h (Aαβ) های مجموعه آنگاه باشد. پیوسته همریختͬ
،A ⊆ S1 و α, β, γ, δ ∈ Iλ همه برای T در h (Aγδ) و
Bλ (S) ،λ ≥ 2 کنید فرض هستند. یͺسانریخت
توپولوژی گروه نیم ͷی T ،S توپولوژی λ-توسیع ͷی
باشد، پیوسته همریختͬ ͷی h : Bλ (S) → T و
زیر دو با حداقل A مجموعه و A ⊆ h (Bλ (S)) اگر

باشد. داشته اشتراک h (Sαβ) نوع از مجموعه
آنگاه

h (0) ∈ A ·A.

h : و جبری های گروه نیم T و S ،λ ≥ 2 کنید فرض
مجموعه زیر B A، و باشد همریختͬ ͷی Bλ (S) → T

Aهای مجموعه اگر باشند. h (Bλ (S)) از هایمجزایی
اشتراک h (Sαβ) نوع از مجموعه زیر دو با حداقل B و
h (0) ∈ یا h (0) ∈ A·B آنگاه ،(α, β ∈ Iλ) باشند داشته
های گروه نیم T و Bλ (S) ،λ ≥ 2 فرضکنید .B ·A

توپولوژی معکوس
بطوریͺه باشد پیوسته همریختͬ ͷی h : Bλ (S) → T

باشد. بسته T در α, β ∈ Iλ برای h (Sαβ) مجموعه

است. T از بسته گروه نیم زیر ͷی h (Bλ (S)) آنگاه
H-بسته(در مطلق بطور توپولوژی گروه نیم ͷی S اگر
چنین نیز S1 آنگاه باشد، توپولوژی) های گروه نیم رده
اصلͬ عدد هر برای باشد). S1 ∈ G است(اگر
ͷی از Bλ (S) توپولوژی برانت λ-توسیع هر ،λ ≥ 2

رده در H-بسته مطلق بطور معکوستوپولوژی گروه نیم
H-بسته مطلق بطور توپولوژی، معکوس های گروه نیم
برای است. توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در
توپولوژی برانت λ-توسیع هر ،λ ≥ 2 اصلͬ عدد هر
رده در S فشرده توپولوژی معکوس گروه نیم از Bλ (S)

H-بسته مطلق بطور توپولوژی، معکوس های گروه نیم
است. توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در

توپولوژی معکوس گروه نیم ͷی S کنید فرض
ارزند: هم زیر شرایط باشد.آنگاه

گروه نیم رده در H-بسته مطلق بطور گروه نیم ͷی S •

همریختͬ هر تصویر هرگاه گویند H-بسته مطلق بطور
G اگر باشد. H-بسته ،G در T ∈ G به S از پیوسته
را S آنگاه باشد، توپولوژی های گروه نیم همه خانواده

گویند. H-بسته مطلق بطور
توپولوژی های گروه نیم از Gیͷخانواده فرضکنید
G،بطور خانواده در را S ∈ Gتوپولوژی گروه نیم باشد.
در گسسته توپولوژی با S هرگاه گویند، h-بسته جبری
G اگر .(S, σ) ∈ G و باشد H-بسته مطلق بطور G
نیم آنگاه باشد، توپولوژی های گروه نیم همه خانواده
معرفͬ [٣] در که گویند h-بسته جبری بطور را S گروه
h-بسته جبری بطور گروه نیم هر بوضوح، است. شده
عکسگزاره دهیم مͬ نشان است. H-بسته مطلق بطور
ͷی h : Bλ (S) → T کنید فرض نیست. برقرار

بطوریͺه باشد، همریختͬ

h ((α, x, β)) = h (0)

y ∈ همه برای آنگاه ،α, β ∈ Iλ و x ∈ S1 ͷی برای
داریم γ, δ ∈ Iλ و S1xS1

h ((γ, y, δ)) = h (0) .

اگر شود مͬ نامیده پوچساز h : S → T همریختͬ
a ∈ S همه برای بطوریͺه باشد داشته وجود c ∈ T

h : Bλ (S) → T همریختͬ .h (a) = c باشیم داشته
همریختͬ اگر تنها و اگر است پوچساز

h |Bλ
: Bλ = Bλ (1) → T

h : Bλ (S) → کنید فرض باشد. پوچساز
و a, b ∈ S1 برای بطوریͺه باشد، همریختͬ ͷی T

باشیم داشته α1, α2, β1, β2 ∈ Iλ

h ((α1, a, β1)) = h ((α2, b, β2))

h ((α1, a, β1)) = آنگاه β1 ̸= β2 یا α1 ̸= α2 اگر
-λ ͷی Bλ (S) و λ ≥ 2 کنید فرض .h (0)
اگر باشد. S توپولوژی گروه نیم از توپولوژی توسیع

٢
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maximal Algebraic Stepp، W. J. [٣]
Math. of Jour. Paci. ،semilattices

.٢۴٢–٨۴٣ pp. ،(١٩٧۵) ۵٨

است؛ توپولوژی معکوس های
λ-توسیع هر بطوریͺه دارد وجود λ ≥ 2 اصلͬ عدد •
-H مطلق بطور S گروه نیم از Bλ (S) توپولوژی برانت
است؛ توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در بسته

برانت λ-توسیع هر λ ≥ 2 اصلͬ عدد هر برای •
H-بسته مطلق بطور S گروه نیم از Bλ (S) توپولوژی
برای است. توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در
توپولوژی برانت λ-توسیع هر ،λ ≥ 2 اصلͬ عدد هر
در S h-بسته جبری بطور معکوس گروه نیم از Bλ (S)

-h جبری بطور توپولوژی معکوس های گروه نیم رده
است. توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در بسته

ارزند: هم ذیل شرایط معکوس S گروه نیم برای
گروه نیم رده در h-بسته جبری بطور گروه نیم ͷی S•

است؛ توپولوژی معکوس های
h-بسته جبری بطور Bλ (S)، λ ≥ 2 اصلͬ عدد برای •

است؛ توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در
-h جبری بطور Bλ (S) ،λ ≥ 2 اصلͬ عدد هر برای •
است. توپولوژی معکوس های گروه نیم رده در بسته

مراجع

Topo- Pavlyk، K. and Gutik O. [١]
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topological -closedH absolutely
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Abstract: We investigate the dimension of fuzzy topological spaces and introduce the concept of almost

zero dimensionality for fuzzy topological spaces. Some analogous examples in fuzzy cases are constructed

and compared with analogous ones in the classic sense.
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1 INTRODUCTION

The dimension theory for fuzzy topological spaces

has been studied by several authors. Adnadjevic in-

troduced the generalized fuzzy spaces, GF-spaces,

and, for them, defined two dimension functions

F− ind, F− Ind [2],[3]. The c-zero dimensional

and strongly c-zero dimensional fuzzy topological

spaces and the fuzzy covering dimension are de-

fined by Ajmal and kohli [4]. In [6],[7] Tarres and

Cuchillo-Ibanez established that the c-zero dimen-

sionality and the strongly c-zero dimensionality are

not good extension (in the Lowen sense) and intro-

duced a new definition of the boundary of a fuzzy

set so that it would characterize clopen sets as sets

with empty boundary. In the latest strive to define

the dimension function, Baiju and Sunil have ex-

tend the concept of covering dimension of general

topological spaces to L-topological spaces [5].

In this paper, we introduce an analogue no-

tion of a almost zero-dimensional space in fuzzy

case. The concept of an almost zero-dimensional

space (AZD) is originally introduced by Overstee-

gen and Tymchatyn [10]. It is worth pointing out

that, when we refer to topological dimensions, we

use the notation and definitions in [12]. In particu-

lar, ind, represents the small inductive dimension.

Definition 1.1. A fuzzy topology is a family δ of

fuzzy sets in X which satisfies the following condi-

tions:

(i) ∀c ∈ I, cX ∈ δ,

(ii) ∀µ, ν ∈ δ ⇒ µ ∧ ν ∈ δ,

(iii) ∀(µj)j∈J ⊂ δ ⇒
∨

j∈J µj ∈ δ.

δ is called a fuzzy topology for X, and the

pair (X, δ) is called a fuzzy topological space. Open

sets, closed sets and clopens are defined as usual.

In Chang’s definition of fuzzy topology, which we

will refer to as quasi fuzzy topology , condition (i)

should be replaced by (i)′ 0, 1 ∈ δ. A base or sub-

base for a fuzzy space have the same meaning in

the classic sense [9].

Theorem 1.2. If fuzzy topological space (X, δ) is

fuzzy regular and has a σ-fuzzy locally finite base,

then it is fuzzy pseudo-metrizable [13].

It should be noted that the concept of the

∗Corresponding Author
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boundary of a fuzzy set is essential in the defini-

tion of inductive dimension. Cuchillo and Tarres

[7] proposed a new definition of fuzzy boundary of

a fuzzy set. Throughout this paper we use their

definition.

Definition 1.3. Let µ be a fuzzy set in a fuzzy

topological space X. The fuzzy boundary of µ, de-

noted by Fr(µ), is defined as the infimum of all

closed fuzzy sets σ in X with the property σ(x) ≥
µ(x) for all x ∈ X for which µ(x)− µ◦(x) > 0 [7].

It is ready that a fuzzy set µ is clopen if and

only if Fr(µ) = 0X. If the definition of the Adnadje-

vic’s dimension function [2] is particularized, in the

case of zero dimensionality, the following definition

is obtained

Definition 1.4. For a fuzzy topological space X

we have ind(X) = 0 if for each fuzzy point xα in

X and every fuzzy open set µ containing xα, there

exists an open fuzzy set σ in X with Fr(σ) = 0X

such that xα ∈ σ ≤ µ[7].

A subset of a space is called a C-set if it

can be written as an intersection of clopen subsets

of the space. By [8, Proposition 6.1] a space X is

almost zero-dimensional (AZD) if and only if for

every x ∈ X and every neighborhood U of x there

exists a C-set neighborhood V of x with V ⊂ U . It

is shown in [10] that the dimension of these spaces

is at most one; see [1] for a simpler proof.

2 Fuzzy almost zero dimen-

sionality

Theorem 2.1. Zero dimensionality in quasi fuzzy

topological spaces is good extension. Indeed

ind(X, τ) = 0 if and only if ind(X, ω(τ)) = 0.

A space (X, δ) is called fuzzy almost zero-

dimensional (F-AZD) if for each fuzzy point xα in

X and every fuzzy open set µ with xα ∈ µ, there

exists a fuzzy C-set σ such that xα ∈ σ ≤ µ.

In our main example we follow the method

in [11] and use essentially this fact that every non-

empty clopen set of Erdős space is unbounded. Re-

call that the Cantor set is an universal for all sep-

arable metrizable zero-dimensional spaces, that is,

every such space can be imbedded into Cantor set.

Specially countable product of rationals with stan-

dard metric

ρ(x, y) =
Σ∞

i=1|xi − yi|
2i

an be imbedded into C. Using such embedding

and taking a suitable collection of fuzzy sets on the

image of it such that all of them are some factors

of some charactristics maps we construct a fuzzy

space X with Lowen topology that is regular, sec-

ond countable and again zero dimensional. This

example raises the following quastion.

Question 2.2. Let (X, δ) be a regular fuzzy topo-

logical space. and let δ be generated by a family

of functions that are factors of any charactristics

functions. Is X zero-dimensional?

The ground space in our example is almost

zero dimensional and so we may ask the following

quastion.

Question 2.3. Is there almost zero-dimensional

fuzzy topological space that is not zero-dimensional?
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KC ͷتوپولوژی فضاهای

محض، ریاضͬ گروه ارشد کارشناسͬ دانشجوی ، حیدری فاطمه حیدری، فاطمه
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بدست نتایج بر است مروری مقاله این هدف دارد. خاصͬ اهمیت جداسازی اصل ͷی عنوان به KC شرط چͺیده:
دارند. را شرط این که فضاهایی مورد در آمده

دنباله�ای فضای -٣ US ٢-فضای KC فضای - کلیدی: کلمات

مطالعه مورد اصول بین در آن جایͽاه دید خواهیم که
است. گرفته قرار

اول بخش در که است بخش سه بر مشتمل مقاله این
اهم دوم بخش در و مͬ�پردازیم نیاز مورد مفاهیم به�بیان
و مͬ�کنیم بررسͬ را KC ͷتوپولوژی فضاهای خواص
ͷتوپولوژی فضای از نتیجه چند ارائه به آخر بخش در

KCمͬ�پردازیم.

پیش�نیازها

گویند، ٢ فرشه يكفضای را (X, τ)ͷتوپولوژی فضای
نقاط از دنباله�ای ،x ∈ A هر و A ⊆ X هر ازای به هرگاه
به�وضوح باشد. x به همͽرا كه باشد داشته وجود A

صدق شمارایی اصل اولین در که ͷتوپولوژی هرفضای
ͷتوپولوژی فضایی X کنید فرض است. فرشه کند،

.S ⊆ X و باشد
در دنباله�ای هیچ هرگاه گویند دنباله�ای بسته را S -١

نباشد. X \ S به همͽرا S

٢ Frechet

مقدمه

این هاسدورف فضاهای پرکاربرد و خواصمهم از ͬͺی
بررسͬ لذا بسته�اند، فشرده، زیرمجموعه�های که است
خاصͬ اهمیت از دارند را خاصیت این که فضاهایی
ͷتوپولوژی فضاهای به�بیان منجر که است برخوردار
KCفضایͷی را (X, τ)ͷتوپولوژی فضای KCشد.

بسته آن فشرده زيرمجموعه�ی هر هرگاه گوئيم، [٩]
فضای مفهوم ،١٩۶٧ سال در تاریخͬ جنبه از باشد.
آن از و شد معرفͬ ١ͬͺویلانس توسط بار اولین KCبرای

گرفت قرار بسیاری توجه مورد فضا این ساختار تاریخ
توسط KC خواص بررسͬ در بسیاری تلاش�های و
وسیع استعمال موارد است. گرفته صورت محققین
موجب توپولوژی مختلف شاخه�های در KC فضاهای
برخوردار ویژه�ای اهمیت از فضا این که است شده
هاسدورف فضاهای مورد در که قضایا از بعضͬ شود.
به�عنوان صادقند. هم KC فضاهای مورد در برقرارند
ͷی KCبودن شرط نمود. اشاره قضیه به مͬ�توان مثال
همان�طور و مͬ�آید به�حساب جداسازی شرط ͷی فضا

١Wilansky

١
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فضای در اما .[۴] بود نخواهد هاسدورف (Q⋆, τ⋆)

زيرمجموعه�ی هر و فشرده�اند بسته�ها (Q⋆, τ⋆) فشرده
KC فضایی (Q⋆, τ⋆) لذا و است بسته ،Q⋆ از فشرده�
هاسدورف فضاهای که مͬ�دهد نشان مثال است.
، مثال بنابر هستند. KC فضاهای از خاصͬ حالت
.X = Q⋆ × Q⋆ کنید فرض است. KC فضایی Q⋆

متشͺل B ͬͽهمسای پایه p = (∞, 0) ∈ X نقطه حول
مجموعه�های از

B(K, ε) = (Q⋆ \K)× Iε

K و Iε = (−ε, ε) ∩ Q ،ε > 0 آن در که
بͽیرید. نظر در است X از فشرده زیرمجموعه�ی
همسانریخت ∆ = {(x, x) : x ∈ Q⋆} که آنجا از
ازای به طرفͬ از و است فشرده ∆ لذا است، Q⋆ با
انتخاب با .Iε \ K ̸= ∅ داریم ،B(K, ε) ∈ B هر
.(y, y) ∈ ∆ ∩ B(K, ε) داریم، y ∈ Iε \ K عنصر
،(∞ ̸= 0 (زیرا p ̸∈ ∆ و بود دلخواه B(K, ε) چون
درحالیͺه نیست بسته ∆ لذا و p ∈ (∆)

X
\ ∆ پس

به�موجب نیست. KC فضای X بنابراین بود، فشرده
غیر و فشرده ،KC ،(Q⋆, τ⋆) ͷتوپولوژی فضای مثال
گفت مͬ�توان [٧] از ٢ قضیه بنابر و است هاسدورف
هر [٩] است. ماکزیمال فشرده (Q⋆, τ⋆) فضای
US ،KC فضای هر است، KC هاسدورف، فضای
نمادین عبارتͬ به است. T1 ،US فضای هر و است

داریم:

T2 =⇒ KC =⇒ US =⇒ T1.

لزوماً فضا بودن فشرده حالت در حتͬ ، گزاره عكس
متناهͬ متمم توپولوژی در مثال به�عنوان نيست. برقرار
فشرده و T1 وضوح به که نامتناهͬ مجموعه ͷی بر
نقاط با دنباله هر که مͬ�شود دیده به�راحتͬ است،
و است همͽرا فضا از نقطه هر به متمایز دو به دو
X اگر همچنین نیست. US فضا صورت این در
باشد، τ شمارای متمم توپولوژی با ناشمارا مجموعه�ای
هاسدورف استولͬ US فضایی (X, τ)اینصورت در

دنباله� هر ازای به هرگاه گویند دنباله�ای باز را S -٢
باشدکه داشته وجود Nای ،x ∈ S به همͽرا X در {xn}

ͷتوپولوژی فضای .xn ∈ S ،n ≥ N هر ازای به
ͬͺی در هرگاه مͬ�نامند، دنباله�ای فضای يك را (X, τ)

کند. صدق زیر معادل شرایط دو از
باشد. باز ،X در دنباله�ای باز زیرمجموعه هر -١

باشد. بسته ،X در دنباله�ای بسته زیرمجموعه هر -٢
هر که است واضح فرشه فضای تعریف موجب به
برقرار لزوماً آن عکس اما است، دنباله�ای فرشه، فضای
فضای از P خاصيت ([۴] از ١.۶.١٩ مثال نيست.(
X زيرفضای هر هرگاه گويند موروثͬ را X توپولوژيك
خاصيت يك P کنید فرض باشد. بهره�مند آن از نيز
را (X, τ) فضای صورت اين در باشد، ͬͺتوپولوژي
(X, τ) هرگاه گویند، P−ماكزيمال) مینیمال( −P

اكيد به�طور توپولوژی هيچ و باشد داشته را P خاصيت
داشته را P خاصيت كه τ از ( ظریف�تر ) درشت�تر
داشته توجه باشد. نداشته وجود X روی بر باشد،
آ�ن�گاه باشد، ͬͺتوپولوژی خاصیت ͷی P اگر که باشید
خاصیت ͷی نیز ماکزیمال - P و مینیمال -P
يك را (X, τ) ͷتوپولوژی فضای است. ͬͺتوپولوژی
حد ،X از همͽرا دنباله�ی هر هرگاه مͬ�نامند، US فضای

باشد. داشته به�فردی منحصر

KC ͷتوپولوژی� فضاهای خواص

خاصیت که است شده داده نشان ،[۵] از ۵.١ مثال در
در اما نیست. موروثͬ دنباله�ای، فضاهای در دنباله�ای
به�وضوح که شد متذکر باید US و KC فضاهای مورد
به توجه با است. موروثͬ بودن US و KC خاصیت
دو ضرب حاصل که مͬ�شود مشاهده ذیل مثال دو
(Q, τ) �كنيد فرض نیست. KC لزوماً ،KC فضای
و باشد زيرفضايی توپولوژی با گويا اعداد فضای
(Q, τ) از نقطه�ای تك سازی فشرده (Q⋆, τ⋆) همچنين
نتیجه در و نيست موضعͬ فشرده (Q, τ) فضای باشد.

٢
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KC هاسدورف، و فشرده فضای ͷی پیوسته تصویر
بعد قضیه بیان برای است. هاسدورف آن�گاه باشد،
[٢] کنیم. بیان را زیر قضیه�ی آن از قبل است لازم
،A ⊆ X و باشد فشرده و شمارا ،T1 فضایی X اگر
دارد وجود A در دنباله�ای يا است فشرده يا A آن�گاه
هر [٢] است. همͽرا X \ A از نقطه�ای به كه
است. دنباله�ای باشد، فشرده و شمارا که KC فضای
و ماکزیمال فشرده هاسدورف، فشرده فضای هر [٣]
ͬͺتوپولوژی فضاهای در است. مینیمال هاسدورف
این در اما دارد، وسیعͬ کاربرد ، قضیه هاسدورف
فضای بر KC فضای مزیت�های بارزترین از ͬͺی قضیه
این مبین نکته به�عبارتͬ شد، خواهد نمایان هاسدورف
هاسدورف لزوماً ماکزیمال فشرده هرفضای که است
است شده داده نشان [٨] از ١٠٠ مثال در و نیست
نیست، فشرده لزوماً مینیمال هاسدورف هرفضای که
فضای هر که: است شده داده نشان [٧] در درحالیͺه
فشرده اگر تنها و اگر است فشرده KC ،ͷتوپولوژی

باشد. مینیمال KC و ماکزیمال

نتایج

را KC ͷتوپولوژی فضای از نتایجͬ بخش این در
فضای ͷی X اگر مͬ�کنیم. بیان گزاره عنوان تحت
،X × X آن�گاه باشد، غیرهاسدورف و فشرده ،KC

ͷی دارای و KC فضایی X اگر نیست. KC

آن�گاه Kباشد، غیرهاسدورف و فشرده زیرمجموعه�ی
نیست. KC ،X ×X

KC فضای ͷی Xi ،i ≥ 2 هر ازای به کنید فرض
فضایی

∏
i≥2

Xi ،i ≥ 2 هر ازای به صورت این در باشد.

،Xi فشرده زیرفضای هر اگر تنها و اگر است KC

باشد. هاسدورف

شده داده نشان [٩] از ۴ و ٢ مثال دو در نیست.
فضا بودن US ازشرط فضا، فشردگͬ باوجود که است
KC شرط از و گرفت نتیجه را بودنش KC نمͬ�توان
گرفت. نتیجه را بودنش هاسدورف نمͬ�توان فضا بودن
قرار X ͬͺتوپولوژی فضای روی بر را شرایطͬ ادامه در
گزاره در روابط عکس برقراری به منجر که مͬ�دهیم
آن�گاه باشد، US و فرشه فضایی X اگر [۶] شود.
اولين در X فضای اگر [٩] KCاست. فضایی X
هاسدورف آن�گاه باشد، US و كند شماراییصدق اصل
شمارایی اصل اولين در X فضای اگر [١٠] است.

است. هاسدورف آن�گاه باشد، KC و كند صدق

از موضعͬ پایه X فضای از نقطه هر در اگر [٩]
است Xهاسدورف باشیم، داشته فشرده همسایͽͬ�های
خاصیت آنجاکه از باشد. KC فضای اگر تنها و اگر
زیرمجموعه�ی پسهر است، موروثͬ ،KC ͬͺتوپولوژی
اگر طرفͬ از KCاست. ،Xͷتوپولوژی فضای فشرده�ی
ͷی X آن��گاه باشد، KC ،X فشرده زیرمجموعه�ی هر
زیرمجموعه�ی اگر زیرا است. KC ͷتوپولوژی فضای
نباشد، Xبسته در که باشد موجود Kچنان ⊆ X فشرده
در که K ′ = K ∪ {p} و p ∈ K

X
\K صورت این در

K اما است. X از KC و فشرده زیرمجموعه�ای K ′ آن
بسته K ′ در K پس است، K ′ از فشرده زیرمجموعه�ی
دارد وجود U ⊆ X باز پس است. باز K ′ در {p} و
ͬͽهمسای ͷی U بنابراین .U ∩K ′ = {p} که به�طوری
اما ،U ∩ K = ∅ که به�قسمͬ است X در p حول باز
X در باید K بنابراین است. p ∈ KX فرض با متناقض

است. KC فضایی X درنتیجه و باشد بسته
هرگاه گویند، بسته را نگاشت ͷی که مͬ�کنیم یادآوری
حال باشد. بسته آن، تحت �بسته زیرمجموعه هر تصویر
به�راحتͬ بسته، نگاشت KCو تعریففضای به توجه با
فضایی X اگر [۶] مͬ�شود. اثبات زیر قضیه��ی
پيوسته نگاشت هر آن�گاه KCباشد، فضایی Y و فشرده
قضیه از بااستفاده است. بسته f : X −→ Y

اگر [۶] نمود. اثبات را زیر گزاره مͬ�توان فوق
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پیوسته گروه نیم عمل ͷی به S ͷتوپولوژی گروه نیم ͷی از گروه نیم عمل که کنیم مͬ ثابت مقاله این در چͺیده:
پذیر تجزیه باز بطور نما فشرده فضای ͷی S اینکه شرط به شود مͬ داده توسیع BS چخ استون- سازی فشرده روی

است.
باز بطور نما،فضای فشرده فضای معکوس، طیف گروه، نیم سازی فشرده ،ͷتوپولوژی نیم گروه نیم کلیدی: کلمات

پذیر تجزیه

مرکب f = gop نگاشت بصورت تواند مͬ Y دوم
فضای توی به p : X → Y باز و پیوسته نگاشت از
g : Z → Y پیوسته نگاشت و Z دوم نوع شمارای
استون- سازی فشرده که کنیم مͬ یادآوری شود. نوشته
فشرده هاسدورف فضای ،X تیخونوف فضای از چخ
هر استکه چͽال فضای یͷزیر عنوان Xبه شامل βS

هاسدورف فضای توی به f : X → Y پیوسته نگاشت
توسیع f : βX → Y پیوسته نگاشت به ،Y فشرده
هاسدورف فضاهای تعریف تعویض با شود. مͬ داده
سازی کامل از تعریفͬ حقیقͬ کامل فضاهای با فشرده
مͬ نشان خاطر آوریم. مͬ بدست X از υX هوویت
اگر است حقیقͬ کامل X ͬͺتوپولوژی فضای که کنیم
از Rk توان از بسته فضای زیر ͷی با همسانریخت X

فضای از υX هوویت سازی کامل باشد. حقیقͬ خط
منطبق خود استون-چخ سازی فشرده با X تیخونوف
صورتͬ در باشد نما فشرده Xفضای اگر وتنها اگر است
باشد. Xکراندار روی پیوسته حقیقͬ-مقدار تابع هر که

پیش�گفتار

مقاله این هستند. تیخونوف فضاها همه مقاله ان در
که توپولوژی های گروه نیم سازی آشͺار مشͺل از
اند شده نشانده فشرده ͷتوپولوژی های گروه نیم در
این بردن بین از های راه از ͬͺی است. شده سبب
نیم ͷی روی ای کننده تضمین شرایط یافتن مشͺل
عمل به را S گروه نیم عمل که است ͬͺتوپولوژی گروه
از βS استون-چخ سازی فشرده روی پیوسته گروه نیم
توسط راستا این در قاطع گام ͷی بدهد. توسیع S

عمل که کند مͬ ثابت او است شده برداشته رزنیچنکو
به S ͬͺتوپولوژی نمای فشرده گروه نیم روی گروه نیم
توسیع βS روی پیوسته منفک بطور گروه نیم عمل ͷی
شده داده توسیع عمل که دهیم مͬ نشان کند. مͬ پیدا
بطور و جداشدنͬ S فضای اگر است پیوسته βS روی
نگاشت هر که است معنͬ بدین باشد، پذیر تجزیه باز
نوع شمارای فضای توی به f : S → Y ی پیوسته
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WAP (G) → متعارف همریختͬ G کراندار کلͬ بطور
نگاشت و هستند همسانریختͬ AP (G) → SAP (G)

ͷتوپولوژی نشاننده ͷی η : G → SAP (G) متعارف
S نما فشرده ͷتوپولوژی گروه نیم اگر است.
به H کراندار کلͬ طور به ͷتوپولوژی گروه ͷی شامل
های نگاشت آنگاه باشد، چͽال گروه زیر ͷی عنوان
βS → WAP (S) → AP (S) → SAP (S) متعارف
S ͷتوپولوژی نیم گروه نیم اگر هستند. همسانریختͬ
پذیر شمارش بطور مربع و چͽال گروه زیر ͷی شامل
βS متعارف→ های نگاشت آنگاه باشد، S × S فشرده
همسانریختͬ WAP (S) → AP (S) → SAP (S)

پذیر تجزیه باز بطور X ͷتوپولوژی فضای هستند.
به f : X → Y پیوسته نگاشت هر برای اگر است
پیوسته باز نگاشت ،Y دوم نوع پذیر شمارش فضای
و Z دوم نوع پذیر شمارش فضای بتوی p : X → Z

بطوریͺه باشند موجود g : Z → Y پیوسته نگاشت
ضعیف بطور X ͷتوپولوژی فضای .f = gop

زیر شامل X از U باز پوشش هر اگر است لیندلف
اجتماع بطوریͺه باشد V ⊂ U پذیر شمارش گردایه
ͷتوپولوژی گروه نیم هر برای باشد. X در چͽال ∪V

ضعیفلیندلف بطور مربع دارای S پذیر تجزیه باز بطور
گروه نیم عمل به ،S × S → S گروه نیم عمل ،S × S

سازی کامل روی تعریفشده υS×υX → υS پیوسته
هر برای کند. مͬ پیدا توسیع S از υS هوویت
نما فشرده پذیر تجزیه باز بطور ͷتوپولوژی گروه نیم
متعارف های نگاشت لیندلف ضعیف بطور مربع با S
هستند. همسانریختͬ βS → WAP (S) → AP (S)

تیخونوف فضای یͷنگاشتاز p : X → Z فرضکنیم
کنیم فرض و باشد دوم نوع پذیر شمارش فضای به
کامل به آن پیوسته توسیع υp : υX → υZ نگاشت
است (باز) پوشا υpنگاشت Xباشد. از هوویت سازی
سازی کامل باشد. چنین p نگاشت اگر تنها اگرو
پذیر تجزیه باز Xبطور تیخونوف فضای از υX هوویت
فشرده باشد. چنین X فضای اگر تنها و اگر است

حقیقͬ کامل Z تیخونوف فضای اگر دیͽر طرف از
.υZ = Z آنگاه باشد

نیم های گروه نیم از گردایه ͷی C کنید فرض
C-فشرده بوسیله باشد. فشرده هاسدورف ͷتوپولوژی
(C(S), η) جفت S ͷتوپولوژی نیم گروه نیم از سازی
و C(S) ∈ C فشرده ͷتوپولوژی نیم گروه نیم از متشͺل
متعارف) (همریختͬ η : S → C(S) پیوسته همریختͬ
به h : S → K پیوسته همریختͬ هر برای که نحوی به
و پیوسته همریختͬ ،K ∈ C ͷتوپولوژی نیم گروه نیم
.h = hoη استبطوریͺه موجود h : C(S) → K یͺتای
سازی C-فشرده دو هر که دهد مͬ نتیجه مطلب این

هستند. ͬͺتوپولوژی یͺریخت S از
نیم گروه نیم ͷی از متناظر های سازی C-فشرده

شوند: مͬ بندی رده زیر بصورت S ͷتوپولوژی

فشرده ͷتوپولوژی نیم گروههای نیم از WAP •

ͷتوپولوژی ͷتوپولوژی گروههای نیم از AP •
فشرده

فشرده ͷتوپولوژی گروههای از SAP •

پذیر شمارش بطور ͷتوپولوژی نیم گروه نیم هر برای
گروه نیم عمل به S × S → S گروه نیم عمل S فشرده
مͬ پیدا توسیع βS × βS → βS پیوسته منفک بطور
βη نگاشتمتعارف: که دهد مͬ نتیجه مطلب این کند،

است. همسانریختͬ ͷی βS → WAP (S)

نیم عمل S نما فشرده ͷتوپولوژی گروه نیم هر برای
منفک بطور گروه نیم عمل به S × S → S گروه
این کند، مͬ پیدا توسیع βS × βS → βS پیوسته
βη : βS → متعارف نگاشت که دهد مͬ نتیجه مطلب
گروه نیم هر برای است. WAPیͷهمسانریختͬ (S)

گروه نیم عمل S × S نما فشرده مربع با S ͷتوپولوژی
βS × βS → βS پیوسته گروه نیم عمل به S × S → S

که دهد مͬ نتیجه مطلب این کند، مͬ پیدا توسیع
βS → WAP (S) → AP (S) متعارف های نگاشت
ͷتوپولوژی گروه هر برای هستند. همسانریختͬ
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X اگر تنها و) (اگر است لیندلف) ضعیف (بطور پذیر
به مربوط limS حدی فضای از چͽال فضای زیر ͷی
برای بطوریͺه باشد S = {Xα, π

γ
α, A} باز W-طیف

حدی، تصویر از πα |X : X → Xα تحدید α ∈ A هر
بطور فضای دو Y و X کنید فرض باشد. پوشا و باز
بطور X × Y حاصلضرب اگر باشند. پذیر تجزیه باز

آنگاه باشد لیندلف ضعیف

است؛ پذیر تجزیه باز بطور X × Y حاصلضرب (١

فضای توی به f : X×Y → Z پیوسته نگاشت هر (٢
پیوسته نگاشت به Z تیخونوف

f : υX × υY → υZ

یابد. مͬ توسیع

مراجع

of Extension Reznichenko، E.A. [١]
of products on defined functions
con- and spaces pseudocompact
pseudo- in inverse the of tinuity
Appl. Topology groups، compact

.٢۴۴–٢٣٣ ،(١٩٩۴) ۵٩:٣

semi- Compact Ruppert، W. [٢]
an semigroups: topological
،١٠٧٩ LNM theory، intrinsic

.١٩٨۴ Springer،

Topol- General Engelking، R. [٣]
.١٩٧٧ PWN،Warsaw، ogy،

O. Dimitrova، S. Banakh، T. [۴]
bicyclic the Embedding Gutik،
com- countably into semigroup
semigroups، topological pact

(arXiv:٠٨١١.۴٢٧۶). preprint

باز بطور X تیخونوف فضای از βX استون-چخ سازی
بطور و نما فشرده X اگر تنها و اگر است پذیر تجزیه
صورت به شده تعریف طیف باشد. پذیر تجزیه باز

: S = {Xα, π
γ
α, A}

داشته B ⊂ Aزنجیر هر برای اگر است پیوسته (١
limα∈Bπ

β
α : نگاشت و supβ = supB باشیم
باشد؛ همسانریختͬ ͷی Xβ → limS |B

برای πγ
α : Xγ → Xα های تصویر اگر است باز (٢

باشند؛ پوشا و باز A در α ≤ γ هر

مجموعه اینکه به مشروط است دار W-جهت (٣
باشد؛ چنین نیز A های اندیس

α ∈ هر برای و دار W-جهت اگر است W-طیف (۴
باشد؛ دوم نوع پذیر شمارش ،Xα فضای A

f : پیوسته نگاشت هر اگر است پذیر فاکتور (۵
برای f = fαoπα صورت به بتوانیم را limS → R

بنویسیم. fα : Xα → R پیوسته نگاشت و α ∈ A

Y در C-نشاننده ،Y ͷتوپولوژی فضای Xاز فضای زیر
پیوسته تابع به را f : X → R پیوسته تابع هر اگر است

دهیم. توسیع f : Y → R

نتایج

و باشد W-طیف ͷی S = {Xα, π
γ
α, A} کنید فرض

از لیندلف ضعیف بطور فضای زیر ͷی X ⊂ limS

های تحدید α ∈ A هر برای بطوریͺه باشد خود حد
پوشا و باز حد تصویرهای از πα |X : X → Xα

شمارش فضای به f : X → Y نگاشت هر آنگاه باشد
نگاشت و α ∈ A هر برای تواند مͬ Y دوم نوع پذیر
f = fαoπα |X صورت به تواند مͬ fα : Xα → Y

در C-نشاننده ͷی X خاص، بصورت شود. نوشته
هوویت سازی کامل ͷی limS اینرو از و است limS

تجزیه باز بطور X ͷتوپولوژی فضای است. X از

٣
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Abstract: In this paper for a given Banach, possibly infinite dimensional, manifold M we focus on its

iterated tangent bundle T rM , r ∈ N ∪ {∞}. First we endow T rM with a canonical atlas using that of M .

Then the concepts of vertical and complete lifts for fuctions and vector fields on T rM are defined which they

will play an pivotal rule in our next studies i.e. complete lift of sprays. Afterward we supply T∞M with

a generalized Fréchet manifold structure and we will show that any vector field (spray or connection) on

T iM , i ∈ N , can be lifted to a vector field (spray or connection respectively) on T∞M . Finally, despite of

the natural difficulties with non-Banach modelled manifolds, we will discuss about the ordinary differential

equations on T∞M including integral curves and geodesics.

Keywords: Vertical and complete lift, spray, geodesic, connections, Fréchet manifolds, Banach manifold.
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Abstract: In this paper the concept of fuzzy topological generalized group and fuzzy topological generalized

quotient space are defined and it is shown that if the membership function of the normal subgroup N of a

fuzzy topological generalized group G is constant then G/N is a fuzzy topological generalized group too.

Keywords: Generalized group, Generalized topological group, fuzzy topology, quotient space, fuzzy group.

1 INTRODUCTION

The concept of generalized group is defined by Prof

Molaei in [?]. In this paper the concept of fuzzy

generalized group is introduced. Let us recall some

basic definitions which are used through this paper.

Let X be a non empty set and I = [0, 1]. A fuzzy

set A in X is characterized by a membership func-

tion µA which associates with each x ∈ X its grade

of membership µA(x) ∈ I.

Definition 1.1. Let A and B be fuzzy sets in X.

Then:

• A = B ⇔ µA(x) = µB(x), for all x ∈ X,

• A ⊆ B ⇔ µA(x) ≤ µB(x), for all x ∈ X,

• C = A ∪ B ⇔ µC(x) = max{µA(x), µB(x)},
for all x ∈ X,

• D = A ∩ B ⇔ µD(x) = min{µA(x), µB(x)},
for all x ∈ X.

Remark 1.1. For a family of fuzzy sets {Ai, i ∈ I},
the union C =

∪
i∈I Ai and the intersection D =

∩
i∈I Ai, are defined by µC(x) = supµAi(x), x ∈

X, µD(x) = infµAi
(x), x ∈ X.

We denote by kc the fuzzy set in X with member-

ship function µkc(x) = c for all x ∈ X. The fuzzy

set k1 and k0 correspond to X and ∅, respectively.

Definition 1.2.[?] Let f be a mapping from a set

X to a set Y . Let B be a fuzzy set in Y with the

membership function µB . then the inverse image

of B, f−1[B], is the fuzzy set in X with the mem-

bership function defined by

µf−1[B](x) = µB(f(x)), for all x ∈ X.

If A is a fuzzy set in X then the image of A, f [A],

is a fuzzy set in Y with the membership function

defined by

µf [A](y) = supz∈f−1(y)µA(z),

if f−1(y) is nonempty and 0 otherwise.

Definition 1.3.[?] A fuzzy topology on a set X is

a family τ of fuzzy sets which satisfies the following

conditions:

• For all c ∈ I, kc ∈ I,

• If A, B ∈ τ , then A ∩B ∈ τ ,

∗Corresponding Author
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• If Ai ∈ τ for all i ∈ I, then
∪

i∈I Ai ∈ τ .

The pair (X, τ) is called a fuzzy topological space.

Definition1.4.[?] Let A be a fuzzy set in X and

τ a fuzzy topology on X. Then the induced fuzzy

topology on A is the family of fuzzy subsets of A

which are the intersection with A of τ - open fuzzy

sets in X. The induced fuzzy topology is denoted

by τA.

Definition 1.5.[?] A generalized group is a non-

empty set G admitting an operation called multi-

plication, subject to the set of rules given below:

• (xy)z = x(yz), for all x, y, z ∈ G;

• for each x in G there exists a unique z in G

such that xz = zx = x (we denote z by e(x));

• For each x ∈ T there exists y ∈ T such that

xy = yx = e(x) (we denote y by x−1).

2 Fuzzy topological general-

ized groups

Definition 2.1. Let X be a generalized group and

G be a fuzzy set in X with membership function

µG. Then G is called a fuzzy generalized group if

and only if the following conditions satisfied:

i) µG(xy) ≥ min{µG(x), µG(y)}, for all x, y ∈ X.

µG(x
−1) ≥ µG(x), for all x ∈ X.

It is an immediate consequence of the above defini-

tion that µG(x) = µG(x
−1) and µG(e(x)) ≥ µG(x)

for all x ∈ X.

Definition 2.2. Let X be a generalized group and

τ a fuzzy topology on X. Let G be a fuzzy group

in X and let G be endowed with the induced fuzzy

topology τG. G is called a fuzzy generalized topo-

logical group if the multiplication and inverse maps

are relatively fuzzy continuous.

Definition 2.3.[?] A generalized subgroup N of a

generalized group G is called a generalized normal

subgroup of G if there exists a generalized group S

and a morphism f : G → S such that,

(∀a ∈ G)(Na = ∅ or Na = kerfa).

where Na := N ∩ e−1(e(a)) and fa := f |e−1(e(a)).

Theorem 2.1. [?] Let N be a normal general-

ized subgroup of X and let e(X) be finite. Then

ΓN = {a ∈ T |Na ̸= ∅} is an open generalized sub-

group of X.

With the assumption of theorem the topology of

ΓN is

{V : V ∩ e−1(e(a)) is open in e−1(e(a)) for

all a ∈ ΓN} ∪ {ΓN}.

and we define a topology on T/N as the form

{V : π−1(V )is open in ΓN},

where π : ΓN → T/N defined by π(x) := xNx.

Theorem 2.2.[?] With the above assumption

there is a unique topological structure on T/N such

that π : ΓN → T/N is homeomorphism. Moreover

T/N with this topology is a topological generalized

group.

The proof of the following theorem is similar to

what we have for fuzzy groups[?].

Theorem 2.3. Let X be a generalized group hav-

ing fuzzy topology τ and let G a fuzzy topological

generalized group in X. Let N be a normal sub-

group of X and X/N be given the fuzzy topology

which is induced from τ under the canonical homo-

morphism π. Then, if the membership function µG

of G is constant on N , the quotient fuzzy general-

ized group G/N is a fuzzy topological generalized

group in X/N .

Proof. Since the membership function µG of G is

constant on N , µG is π-invariant. G/N = π[G] is a

fuzzy generalized group. We have to show that the

map (π[G], Uπ[G]) × (π[G], Uπ[G]) → (π[G], Uπ[G]),

which is defined by (y1, y2) 7→ y1y
−1
2 is relatively

fuzzy continuous. If V ∈ τ , then π[V ] ∈ U , since

π−1[π[U ]] is the union of fuzzy open sets and conse-

quently is open. Hence π is fuzzy open. It follows

that π is relatively fuzzy open, since if V ′ ∈ τG,

there exists V ∈ τ such that V ′ = V ∩G and by the

2
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π invariance of µG, π[V
′] = π[V ] ∩ π[G] ∈ Uπ[G].

Hence π × π is relatively fuzzy open mapping of

(G, τG)× (G, τG) into (π[G], Uπ[G])× (π[G], Uπ[G]).

Let V ′ be an open fuzzy set in Uπ[G]. The mem-

bership function of (π × π)−1[γ−1
Y [V ′]] is given by

µ(π×π)−1[γ−1
Y [V ′]](x1, x2) = µV ′(π(x1), (π(x2))

−1) =

µγ−1
X ◦π−1[V ′](x1, x2),

for all (x1, x2) ∈ X × X, where γX(x1, x2) =

x1x
−1
2 . γX is a relatively continuous mapping of

(G, τG)× (G, τG) into (G, τG), and π is a relatively

continuous mapping of (G, τG) in to (π[G], Uπ[G]).

Hence by the π invariance of µG,

(π × π)−1[γ−1
Y [V ′] ∩ (π[G]× π[G])] =

(π × π)−1[γ−1
Y [V ′]] ∩ (G×G)

is open in the induced fuzzy topology on G×G. As

π × π is relatively fuzzy open,

(π × π)(π × π)−1[γ−1
Y [V ′] ∩ (π[G]× π[G])] =

γ−1
Y [V ′] ∩ (π[G]× π[G])

is open in the induced fuzzy topology on π[G] ×
π[G].
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تابدار حاصلضرب با هایͬ خمینه زیر دیفرانسیل هندسه
I ×f S

m−۱(k) منیفلدهای

Edi_jami_83@yahoo.com ریاضͬ، گروه ریاضͬ، دانشͺده تبریز، نور پیام دانشͽاه جمͬ، الهه

( ارشد كارشناسͬ التحصیل (فارغ

ͷی و I بازه�ی ͷی تابدار حاصلضرب که Rm(k, f) := I ×f S در خمینه�ها زیر از کلͬ مطالعه�ی ͷی ابتدا چͺیده:
کلا́ خمینه�های زیر به مربوط قضیه�های از برخͬ مͬ�گیریم. نظر رادر است k ثابت مقطعͬ انحنای با S ریمانͬ منیفلد
خمینه�های در زیر�خمینه�ها مطالعه�ی به که دارند وجود زیادی مقاله�های شده�اند. ثابت و طبقه�بندی Rm(k, f) در نافͬ
زیر�خمینه�ها مورد در اخیراً متعددی مقالات همچنین پرداخته�اند. انحناها، تانسور سادگͬ بدلیل ثابت انحنای با ریمانͬ
مطالعه ما که آنجا تا مقابل در گرفته�اند. قرار مطالعه مورد R × Hn و R × Sn خمینه�های ریمانͬ حاصلضرب در
پرداخته Rm(k, f) خمینه ریمانͬ تابدار حاصلضرب با خمینه�ها از کلͬ مطالعه�ی به که مقالاتͬ ندارد وجود کردیم
از ثابت غیر مقطعͬ انحنای با Rm(k, f) در خمینه�ها از کلͬ مطالعه ͷی کردن آماده مقاله این هدف اینرو از باشد.

مͬ�باشد. دیفرانسیل هندسه دیدگاه
زیرخمینه�ها. پایای انحنای نافͬ، کلا́ خمینه�های زیر تابدار، حاصلضرب کلیدی: کلمات

مͬ�باشد: ریمانͬ تابدار حاصلضرب از

Rm(k, f) := (I×S, gkf ), gkf = dt+f۲(t)gk (٢)

(١) در همچون (S, gk) و I روی مثبت تابع ͷی f که
مͬ�باشد.

،Hm−۱(−۱) بترتیب S برای استاندارد انتخاب�های
در هستند. −۱ و ۰ ،۱ انحنای با Sm−۱(۱) و Em−۱

هیچ شامل Rm(k, f) که شده این بر فرض مقاله این
نیست. ثابت انحنای با باز مجموعه�ی زیر

عبارتند Rm(k, f) در خمینه�ها زیر اساسͬ ویژگͬ�های
از:

Rm(k, f) از H-زیرخمینه�ها و (تقاطع) تراگرد (١

مقدمه

نسبیت در شناسͬ کیهان مدل�های از مهم خانواده�ای
مͬ�باشد. والͺر رابرتسون نوع از خانواده�ای کلͬ�،

(١)
L۴۱(k, f) := (I × S, g−k

f ), g−k
f = −dt+ f۲(t)gk

روی که g−k
f لورنتزین ͷمتری تابدار یͷحاصلضرب با

ریمانͬ خمینه −۳ ͷی و I باز بازه�ی ͷی حاصلضرب
مͬ�شود. تعریف k ثابت مقطعͬ انحنای با (S, gk)

خانواده�ای تابدار، حاصلضرب از دیͽری مهم خانواده�ی

١
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مختصات (t, x۱, . . . , xm) و I روی (ln f)′′ ̸= ۰ با
I ×f از تانسوری ͷمتری و باشد I × Em−۱ از طبیعͬ

است. زیر قرار به Em−۱

g̃ = dt۲ + f۲(t)
∑

n
j=۲dx

۲
j (٣)

ایمرسیون گرفتن نظر در با

L : I ×Rn−۱ → Rm(۰, f) = I ×f Em−۱

بوسیله شده تعریف

L(u۱, . . . , un)

=

(
u۱,

∫ u۱

۰

dt

f(t)
, u۲, . . . , un,۰, . . . ,۰

)
(۴)

داریم: آن�گاه

Lu۱ =

(
۱, b

f(u۱)
,۰, . . . ,۰

)
(۵)

Luj =

۰, . . . ,۰, (j+۱)−th︷︸︸︷
۱ ,۰, . . . ,۰


۲ ≤ j ≤ n

Rm(۰, f) از شده القا I × Rn−۱ روی ͷمتری تانسور
با مͬ�شود داده L طبق بر

g = (۱+ b۲)du۲۱ + f۲(u۱)
n∑

j=۲
du۲j (۶)

که مͬ�شود دیده آسانͬ به

ξ۱ =
۱√
۱+ b۲

(−b, f−۱,۰, . . . ,۰) (٧)

ξr =

۰, . . . ,۰,
r−th︷︸︸︷
f−۱,۰, . . . ,۰


r = n+ ۲, . . . ,m

Rm(k, f) در M روی یͺامتعامد برداری میدان�های که

Rm(k, f) از مینیمال زیرخمینه�های (٢
Rm(k, f) در توازی زیر�خمینه�های طبقه�بندی (٣

Rm(k, f) در نافͬ کلا́ زیر�خمینه�های (۴
با ریمانͬ خمینه�های در نافͬ کلا́ زیرخمینه�های چون
فقط ما بخش این در شده�اند شناخته ثابت انحنای
Rm(k, f) در نافͬ کلا́ زیرخمینه�های مͬ�کنیم مطالعه

نیستند. ثابت لزوماً که
باز مجموعه�های هیچ شامل Rm(k, f) اگر قضیه:
در M خمینه زیر ͷی آنͽاه نباشد ثابت انحنای با
اگر فقط و اگر DH = ۰ با است نافͬ کلا́ Rm(k, f)

مورد دو از کدام هر

زیر�خمینه ͷی بعنوان S(t۰) از یͷقطعه�ای Mدر (١
قرار موازی میانͽین انحنای بردار با نافͬ کلا́

یا بͽیرد

از ͷژئودزی کلا́ زیر�خمینه�ی -H ͷی M (٢
مͬ�باشد. Rm(k, f)

هیچ شامل Rm(k, f) که کنید فرض گزاره:
ͷی آنͽاه نباشد ثابت انحنای با باز مجموعه�های
میانͽین انحنای با نافͬ کلا́ Rm(k, f) از M زیر�خمینه
برقرار مورد دو از ͬͺی اگر فقط و اگر است ثابت

مͬ�باشد.

کلا́ زیر�خمینه ͷی بعنوان S(t۰) قطعه ͷی Mدر (١
مͬ�گیرد قرار موازی میانͽین انحنای بردار با نافͬ

یا

است Rm(k, f) از نافͬ کلا́ زیرخمینه� ͷی M (٢
∂t به H میانͽین انحنای بردار به�طوری�که

مͬ�باشد. یͺامتعامد

,Rm(kوجود f) در زیادی خیلͬ نافͬ کلا́ زیر�خمینه�های
،DH ̸= ۰ این�رو از ثابت غیر میانͽین انحنای با دارند

مͬ�آوریم: را مثالͬ زیر در
ͷی f باشد، مثبت عدد ͷی b کنید فرض مثال:
صفر شامل I باز بازه�ی روی شده تعریف مثبت تابع

٢

31

31
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مراجع

[1] B. Y. Chen, Geometry of Submanifold, Mercel

Deker, New York, 1973.

[2] Y. Chen, Geometry of Submanifold and its

Aplications, Scince University of Tokyo, 1981.

[3] B. ONeill, Semi-Rimannian Geometry with

Applications to relativity, Academic press,

New York, 1982.

[4] B. Y. Chen, Rimannian of Submanifold, in:

Hand book of Differential Geometry, vol. 1, F.

Dillen and L. Verstr aelen, Eds., North Holland,

Amsterdam, 2000, pp. 187-418.

مͬ�آوریم: به�دست (٧) و (۵) ،(٣) بͺارگیری با هستند

∇̃∂u۱
∂u۱ =

bf ′۲

f۲
(∂x۲ − bf∂t) =

b
√
۱+ b۲f ′

f
ξ۱,

∇̃∂uj
∂uj = −ff ′∂t

=
ff ′

۱+ b۲

(
b
√
۱+ b۲ξ۱ − ∂u۱

)
,

j = ۲, . . . , n, (٨)

∇̃∂u۱
∂uj =

f ′

f
∂uj , ۲ ≤ j ≤ n,

∇̃∂ui
∂uj = ۰, ۲ ≤ j ≤ n.

Rm(k, f) در نافͬ کلا́ L از اساسͬ فرم دومین این�رو از
با مͬ�شود داده میانͽین انحنای بردار که است

h(X,Y ) =
bf ′

√
۱+ b۲f

ξ⟨X,Y ⟩ (٩)

از است ثابت غیر میانͽین انحنای دارای L این�رو از
.Dh ̸= ۰ داریم طرفͬ

التصاق Rm(k, f) Mدر نافͬ کلا́ زیرخمینه هر نتیجه:
.RD = ۰ مثال برای دارد صاف نرمال
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ͬͺتوپولوژی گروه ضرب حاصل پیوستگͬ

حاصلضرب فضای در xy تابع باشند، G در y و x اگر هست. نیز گروه که باشد ͷمتری یͷفضای G فرضکنید چͺیده:
از بسیاری در دهیم مͬ نشان اما باشد. مͬ پیوسته متغیر دو هر در همزمان طور به اغلب که است شده تعریف G×G

پذیر جدایی های ه گرو برای واقع در شود. مͬ نتیجه جداگانه صورت به ها متغیر پیوستگͬ از همزمان پیوستگͬ موارد،
نتیجه جداگانه صورت به y و x های متغیر به نسبت xy نگاشت پیوستگͬ ار معکوس پیوستگͬ که داد نشان توان مͬ
نسبت xy نگاشت پیوستگͬ از معکوس پیوستگͬ که داد نشان توان مͬ پذیر جدایی های گروه برای واقع در شود. مͬ

شود. مͬ نتیجه جداگانه صورت به y و x متغیرهای به
جداگانه. پیوستگͬ همزمان، پیوستگͬ ،ͬͺتوپولوژی گروه کلیدی: کلمات

ͷی بخش

است جبري گروهͯ G ͯͺتوپولوژي گروه :١ تعریف
نگاشت كه شرط اين با باشد، نيز توپولوژيك فضاي كه
وارون و (x, y) 7→ x.y که g۱ : G×G → G ضرب هاي

باشند. پیوسته x 7→ x−۱ که g۲ : G → G

باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷی G اگر : ٢ تعریف
دو هر در (x, y) 7→ x.y که g۱ : G × G → G نگاشت
فقط و اگر است پیوسته همزمان طور به y و x متغیر
از U ͬͽهمسای ͷی x.y از W ͬͽهمسای هر برای اگر
که طوری به باشد موجود y از V ͬͽهمسای ͷی و x

.UV ⊂ W

باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷی G اگر : ٣ تعریف
به نسبت (x, y) 7→ x.y که g۱ : G × G → G نگاشت
مجموعه هر برای اگر فقط و اگر است پیوسته x متغیر

مقدمه

مطرح نقطه‐مجموعه توپولوژی در که مباحثͬ از ͬͺی
پیوستگͬ و ͷتوپولوژی های گروه مفهوم است، شده
اشخاص راستا این در باشد. مͬ ͷتوپولوژی های گروه
با همراه G جبری گروه ͷی که دادند نشان مختلفͬ
عنوان به است. ͷتوپولوژی گروه ͷی معین، شرایطͬ
انتقال پذیر، جدایی G اگر که داد نشان توان مͬ مثال
داشته بئر خاصیت چپ های انتقال و پیوسته راست های
همچنین بود خواهد ͷتوپولوژی گروه ͷی G آنگاه باشند
فشرده توپولوژیͷموضعاً نیم گروه هر کرد ثابت توان مͬ
و زمینه اکنون هم است. ͷتوپولوژی گروه ͷی نیز
برای که است زیاد بسیار باب این در تحقیق مورد نتایج
خواهد بحث قابل ناپذیر ͷمتری و پذیر ͷمتری فضاهای

بود.
١
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است. پیوسته x−۱ آنگاه باشد بئر
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باشد x شامل U مانند بازی مجموعه ، x.y شامل W باز
.Uy ⊂ W که طوری به

متغیر هر در xy و کامل موضعاً G اگر :١ قضیه
بطور متغیر دو هر در آنگاه باشد پیوسته جداگانه بطور

است. پیوسته همزمان

عدد ͷی ϵ و G در باز زیرمجموعه ͷی H اگر :٢ لم
عدد ͷی و H از H۱ باز زیرمجموعه آنگاه باشد مثبت
هر و h ∈ H۱ هر برای که طوری به دارد وجود δ مثبت

.d(ah, h) ≤ ϵ که کند ایجاب d(a, e) < δ ، a ∈ G

xy اگر و باشد پذیر جدایی و کامل G اگر : ٣ قضیه
پیوسته x−۱ آنگاه باشد پیوسته y و x در جداگانه طور به

است.

در xy اگر و باشد پذیر جدایی و کامل G اگر : ۴ لم
تابع ͷی x−۱ و باشد پیوسته جداگانه طور به متغیر هر

٢
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Abstract: In this paper, using an action of top spaces on a smooth manifold, we define a representation of a
top space. Also we show that there is a Haar measure on a top space, and prove that any finite dimensional
representation of a top space is unitary, and then it is a semisimple representation.
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1 INTRODUCTION

Lie groups represent the best-developed theory of
continuous symmetry of mathematical objects and
structures, which makes them indispensable tools
for many parts of contemporary mathematics, as
well as for modern theoretical physics.[4] [9]
The notion of a top space was first introduced by M.
R . Molaei in 1998, [3]. This structure encounters
two mathematical objects of algebra and geometry.
Algebraic structure of this concept is generalized
group. Now we recall definition of a generalized
group.

Definition 1.1. [3] A generalized group is a non-
empty set Gr admitting an operation called multi-
plication which satisfies the following conditions:

i. (g1.g2).g3 = g1.(g2.g3), for all g1, g2, g3 ∈ Gr.

ii. For each g ∈ Gr there exists a unique e(g) in
Gr such that g.e(g) = e(g).g = g.

iii. For each g ∈ Gr there exists h ∈ Gr such
that g.h = h.g = e(g).

In this paper by e(Gr) we mean

{e(g) : g ∈ Gr}.

For any generalized group T , and any t ∈ T

e−1(e(t)) = {s ∈ T |e(s) = e(t)}

has a canonical group structure. If e(t)e(s) = e(ts)
for all t, s ∈ T then e(T ) is an idempotent semi-
group with this product.

A top space is a smooth manifold which its
points can be (smoothly) multiplied together and
generally its identiy is a map, i.e.

Definition 1.2. [1] A top space T is a Hausdorff
d-dimensional differentiable manifold which is en-
dowed with a generalized group structure such that
the generalized group operations:

i. . : T × T → T by (t1, t2) 7→ t1.t2;
∗Corresponding Author
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ii. −1 : T → T by t 7→ t−1;
are differentiable and it holds

iii. e(t1.t2) = e(t1).e(t2) , for all t1, t2 ∈ T .

2 ACTION OF TOP SPACES

ON MANIFOLDS

For a smooth manifold M , the set of all smooth
functions from M to M such that their restriction
to a submanifold of M is a diffeomorphism i.e. par-
tial diffeomorphisms of M is denoted by DP (M).

Definition 2.1. An action of a top space T on
a smooth manifold M is a map φ : T → DP (M)
which satisfies the following conditions:

i. The map T ×M → M which maps (t,m) to
φt(m) is a smooth function;

ii. φts = φt ◦ φs, for all t, s ∈ T .

Now by using the following theorem, we give
an example of the definition above.

Theorem 2.2. Let T be a generalized group such
that e(t)e(s) = e(ts), for any t, s ∈ T . Then
there is a generalized group isomorphism between
T and e(T ) n {Gi}i∈e(T ), where Gi = e−1(i), for
all i ∈ e(T ) and

S n {Gi}i∈e(T ) = {(i, g)|g ∈ Gi}

.

Proof. suppose S = {e(t)|t ∈ T}, Gi = e−1(i) for
all i ∈ S and f : T → S n {Gi}i∈S such that
f(t) = (e(t), t). It is easy to show that f is a gen-
eralized group isomorphism.

Example 2.3. For a top space T ,

Ad : T → DP (M)

where Adt(s) = e(s)tst−1e(s) is an action of top
spaces on manifolds which is called adjoint action.

Definition 2.4. If G is a Lie group and M be a
smooth manifold, a partial action of G on M is a
map

ϕ : G→ DP (M)

such that the map G×M →M is a smooth func-
tion and ϕgh = ϕg ◦ ϕh, for all g, h ∈ G.

Theorem 2.5. Let T be a top space. Then φ is an
action of T on M if and only if there exists a fam-
ily of partial actions {ϕi}i∈e(T ) of e−1(i) on M , for
any i ∈ e(T ), such that ϕts

e(ts) = ϕt
e(t) ◦ ϕ

s
e(s) and

φt = ϕt
e(t), for all t, s ∈ T .

Proof. Let φ be an action of top space T on M

and ϕe(t) = φ |e−1(e(t)), for all t ∈ T . Then we
know that ϕe(t) is a partial action of e−1(e(t))
on M . Since ϕt

e(t) = φ |e−1(e(t)) (t) = φt, we
have ϕts

e(ts) = φ(st) = φs ◦ φt = ϕt
e(t) ◦ ϕ

s
e(s) also

φt = ϕt
e(t).

Conversely, assume that there exists a family of
partial actions {ϕi}i∈e(T ) of e−1(i) on M , such
that ϕts

e(ts) = ϕt
e(t) ◦ ϕ

s
e(s), for all t, s ∈ T . Define

φ : T → DP (M) such that φt = ϕt
e(t) for all t ∈ T .

Let t, s ∈ T , φts = ϕts
e(ts) = ϕt

e(t) ◦ ϕ
s
e(s) = φt ◦ φs

and hence φ is an action of T on M .

By theorem (2.5) we have:

Example 2.6. Let T be a top space. Then

L : T → DP (T )

where Lt(s) = e(s)tse(s) is an action of T on T ,
that is called left action of T .

A vector field X on T is called partially left
invariant if (L∗t(X))s = XLt(s).

Example 2.7. Any partially left invariant vec-
tor field on T , is a left invariant vector field on
e−1(e(t)) for all t ∈ T .

2
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3 REPRESENTATION OF

TOP SPACES

Closely related with the notion of a top space act-
ing on a manifold is the notion of a representation.
Let us begin with the definition of a partial repre-
sentation of a Lie group.

Definition 3.1. A partial representation of a Lie
group G is a vector space V together with a semi-
group morphism ρ : G→ L(V ) such that

ρ(g) : V → V

is an isomorphism on some nonzero subspace of V .

Definition 3.2. A representation of a top space
T , is a vector space V together with a morphism
ρ : T → L(V ) such that V together with

ρ |e−1(e(t)): e−1(e(t))→ L(V )

is a partial representation, for all e(t) ∈ e(T ). For
a complex vector space V , a representation of V is
called a complex representation.

A subspace W of a representation V is called
a subrepresentation, when ρ(t)(W ) ⊂ W , for all
t ∈ T . If V has no non-trivial subrepresentations
then V is called a simple representation.

A representation of T is called semisimple if
it is isomorphic to a direct sum of simple represen-
tations.

Definition 3.3. A complex representation V of a
top space T is called unitary if there exists a T -
invariant inner product, i.e. (ρ(t)(v), ρ(t)(w)) =
(v, w) for all t ∈ T .

Theorem 3.4. Each unitary representation is
semisimple.

Proof. Let V be a unitary representation of top
space T . If V is simple, there is nothing left to
prove. Suppose V has a subrepresentation W .

Then V = W ⊕ W⊥, and W⊥ is a subrepre-
sentation as well. Clearly, if w ∈ W⊥, then
(ρ(t)(w), v) = (w, ρ(t−1)(v)) = 0 for any v ∈ W ,
so ρ(t)(w) ∈W⊥.

Lemma 3.5. Let V be a one dimensional real par-
tial representation of a compact group G. Then for
any g ∈ G, |ρ(g)| = 1.

Proof. It’s obvious that, if |ρ(g)| < 1, then
{ρ(gn)}n∈N → 0 as n→∞. But ρ(G) is a compact
subset in R∗, so it can not contain a sequence with
limit 0. The case |ρ(g)| > 1 is similar.

Theorem 3.6. Let T be a top space

i. T is orientable; moreover the orientation can
be chosen such that the right action of T on
itself preserves the orientation.

ii. If T is compact, then for the partially right
invariant orientation on T there exists a par-
tially right invariant differential form with
the highest degree ω such that

∫
T
ω = 1.

iii. The differential form ω defined in (ii) is also
partially left invariant and invariant up to a
sign under i : g 7→ g−1.

Proof. i. Let us choose some non-zero element
in ⊕

i∈e(T )

n∧
T ∗i e

−1(i)

where n = dim e−1(i) for all i ∈ e(T ). Then it
can be uniquely extended to a partial right in-
variant differential form ω̃ on T [2]. Since this
form is non-vanishing on T , T is orientable.

ii. If T is compact, the integral I =
∫

T
ω̃ is fi-

nite. Define ω = ω̃
I . Then ω is partially right

invariant and satisfies∫
T

ω = 1.

3
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iii. To prove that ω is also partially left invariant,
it suffices to check that it is invariant under
coadjoint action. Since

∧n
T ∗i e

−1(i) is a one
dimensional partial representation of e−1(i).
Thus, this result immediately follows from [2]
and lemma (3.5).

Theorem 3.7. Let T be a compact real top space.
Then it has a canonical Borel measure dt which is
both partially left and right invariant and invariant
under g 7→ g−1 and which satisfies

∫
T
dt = 1. This

measure is called the Haar measure on T and is
usually denoted by dt.

Proof. Choose an orientation of T and a bi-
invariant volume form ω as in theorem (3.6) Then
general results of measure theory imply that there
exists a unique Borel measure dt on T such that for
any continuous function f , we have∫

T

fdt =
∫

T

fω.

Invariance of dt under left and right actions and
under g 7→ g−1 follows from invariance of ω.

Theorem 3.8. Any finite dimensional complex
representation of a compact top space is unitary.

Proof. Let B(v, w) be some positive definite inner
product in finite dimensional complex representa-
tion V

B̃(v, w) =
∫

T

B(ρ(t)(v), ρ(t)(w))dt

where dt is the Haar measure on T . Then
B̃(v, v) > 0 (it is an integral of a positive func-
tion) and right invariance of Haar measure shows
that B̃(ρ(t)v, ρ(t)(w)) = B̃(v, w).

Hence by theorem (3.4) any finite dimen-
sional complex representation of a compact top
space is semisimple.
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Abstract: We consider the Finsler Ricci flow
∂

∂t
F 2 = −2F 2Ric, when the Finsler metric evolves, then

so does its curvature. In this paper, we drive evolution equations for Ricci scalar function and the Weyl

curvature tensor along the Finsler Ricci flow.

Keywords: Ricci flow, Finsler manifold, Berwald metric, Weyl curvature.

1 INTRODUCTION

The geometric evolution equation
∂

∂t
g = −2Ric is

known as the un-normalized Ricci flow in Rieman-

nian geometry. The same equation can be used in

the Finsler setting, because both the fundamental

tensor gij and Ricci tensor Ricij have been general-

ized to that broader framework, albeit gaining a y

dependence in the process. Bao in [?] studied Ricci

flow equation in Finsler manifolds, whereby to an-

swer Chern’s question that, where every smooth

manifold admits a Ricci- constant Finsler metric?

In the following a scalar Ricci flow equation is in-

troduced according to the Bao’s paper. By con-

tracting

∂

∂t
gij = −2Ricij = −2(

1

2
F 2Ric)yiyj

with yi and yj gives, via Euler’s theorem,
∂F 2

∂t
= −2F 2Ric, that is

∂logF

∂t
= −Ric, F (t = 0) = F0

This scalar equation directly addresses the evolu-

tion of the Finsler metric F , and makes geometrical

sense on both the manifold of non zero tangent vec-

tors TM0 and the manifold of rays. It is suitable

as an un-normalized Ricci flow for Finsler manifold.

In [?] Azami and Razavi showed that the Ricci flow

on Finsler manifolds with Berwald metrics cannot

possibly be strictly parabolic then, they defined a

manifold flow which is strictly parabolic and using

it, they proved the existence and uniqueness for so-

lution of Ricci flow on Finsler manifolds.

∗Corresponding Author
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2 Preliminaries

Let M be a connected n-dimensional smooth man-

ifold.Denote by TxM the tangent space at x ∈
M ,and by TM = ∪x∈MTxM the tangent bun-

dle of M .Any element of TM has the form (x, y),

where x ∈ M and y ∈ TxM .The natural projection

π : TM → M is given by π(x, y) = x.Denote the

pull-back tangent bundle by π∗TM which is

π∗TM = { (x, y, v)| y ∈ TxM0, v ∈ TxM}

and TM0 = TM\{0}, π(v) = x.

A Finsler metric on a manifold M is a function

F : TM → [0,∞) which has the following proper-

ties:

(i) F (x, λy) = λF (x, y), ∀λ > 0;

(ii) F (x, y) is C∞ on TM0 ;

(iii) For any tangent vector y ∈ TxM ,the symmet-

ric bilinear form gy : TxM × TxM −→ R on

TM is positive definite,where

gy (u, v) :=
1

2

∂2

∂s∂r

[
F 2 (x, y + su+ rv)

]∣∣∣∣
s=r=0

.

We call the indicatrix of the Finsler manifold

(M,F ) at the point x ∈ M , the set of unit tan-

gent vectors SM = {y ∈ TxM : F (x, y) = 1}.In a

local coordinate system
(
xi, yi

)
we have gij(x, y) =

1
2

∂2F 2

∂yi∂yj (x, y) and (gij) := (gij)
−1.The pair (M,F )

is called a Finsler manifold.The geodesics of F are

characterized locally by

d2xi

dt2
+ 2Gi(x,

dx

dt
) = 0

where

Gi =
1

4
gil

{
2
∂gjl
∂xk

− ∂gjk
∂xl

}
yjyk

A Finsler metric is called a Berwald metric if the

geodesic coefficients Gi(y) are quadratic in y ∈
TxM for all x ∈ M ,that is,there are local functions

Γi
jk(x) on M such that Γi

jk(x) = Γi
kj(x) and

Gi(y) =
1

2
Γi
jk(x)y

jyk

where

Γi
jk =

1

2
gil{∂glj

∂xk
− ∂gjk

∂xl
+

∂gkl
∂xj

− ∂glj
∂yr

Gr
k

+
∂gjk
∂yr

Gr
l −

∂gkl
∂yr

Gr
j}

and Gi
j = ∂Gi

∂yj . For a Berwald metric we have

Γi
jk = ∂2Gi

∂yj∂yk .

For a vector field y ∈ TxM0,the Berwald con-

nection is a map ∇y : TxM × C∞(TM) → TxM

defined by

∇y
uV :=

{
u
(
V i

)
(x) + V j(x)Γi

jk(y)u
k
} ∂

∂xi

∣∣∣∣
x

where u = ui ∂
∂xi

∣∣
x

∈ TxM and V = V i ∂
∂xi ∈

C∞(TM).

From now on a vector field y ∈ TxM0 we suppose

that ∇ = ∇y. The coefficients of the Riemann cur-

vature Ry = Ri
kdx

i ⊗ ∂
∂xi are given by

Ri
k := 2

∂Gi

∂xk
− ∂2Gi

∂xj∂yk
yj +2Gj ∂2Gi

∂yj∂yk
− ∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk

(1)

and Ri
jk := 1

3

(
∂Ri

j

∂yk − ∂Ri
k

∂yj

)
, R i

j kl :=

1
3

(
∂2Ri

k

∂yj∂yl − ∂2Ri
l

∂yj∂yk

)
.

The Ricci scalar function of F is given by

Ric :=
1

F 2
Ri

i. (2)

A companion of the Ricci scalar is the Ricci tensor

Ricij :=

(
1

2
F 2Ric

)
yiyj

. (3)

A Finsler metric is said to be an Einstain met-

ric if the Ricci scalar function is a function of x

alone,equivalently Ricij = R(x)gij .

3 Evolution of Weyl curvature

under Finsler Ricci flow

Wely tensor is an important Riemannian projec-

tive invariant in Finsler geometry because it gives

a measure of failure of Finsler metric to be of scalar

2
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curvature. A Finsler space (M,F ) is called to be

of scalar curvature if for any y ∈ TM−{0} the flag

curvature κ(P, y) is independent of tangent planes

P containing y. The flag curvature is a natural

extension of the sectional curvature in Riemannian

geometry. The trace of flag curvature tensor,i, e.∑
Raa , is called Ricci Scalar. Weyl curvature is

constructed from flag curvature tensor. It is defined

by

W β
α = Rβ

α − Ric

n− 1
δβα (4)

whereRic is the Ricci scalar and n = dimM .[?]

In this section, we drive evolution equations for

Ricci scalar function and the Weyl curvature tensor

along the Finsler Ricci flow.

Lemma 3.1. Under the Finsler Ricci flow,
∂F 2

∂t
=

−2F 2Ric, the evolution of the curvature tensor Ri
k

is given by

∂

∂t
Ri

k = (∂H ∗ ∂g + ∂g ∗ ∂Ric+H ∗ ∂2g

+ g ∗ ∂2Ric)

+ (∂H ∗ (∂g)y + ∂g ∗ (∂Ric)y

+ H ∗ (∂2g)y + g ∗ (∂2Ric)y)y

+ (H ∗ ∂g + g ∗ ∂Ric)(g ∗ ∂g − ∂g)yjyk

+ (g ∗ (∂g)y)(H ∗ (∂g)y + g ∗ (∂Ric)y)

Proof.

∂

∂t
Ri

k = 2(
∂

∂t

∂Gi

∂xk
)− (

∂

∂t

∂2Gi

∂xj∂yk
)yj

+ 2(
∂

∂t
Gi)

∂2Gi

∂yj∂yk
+ 2Gi(

∂

∂t

∂2Gi

∂yj∂yk
)

− (
∂

∂t

∂Gi

∂yj
)
∂Gj

∂yk
− i ↔ j

= I + II + III + IV + V

We have

∂

∂t

∂Gi

∂xk
=

1

4
[
∂Hil

∂xk
(2

∂gjl
∂xb

− ∂gjb
∂xl

)

+
∂gil

∂xk
(2

∂hjl

∂xb
− ∂hjb

∂xl
)

+ Hil(2
∂2gjl

∂xb∂xk
− ∂2gjb

∂xl∂xk
)

+ gil(2
∂2hjl

∂xb∂xk
− ∂2hjb

∂xl∂xk
)]yjyb

= ∂H ∗ ∂g + ∂g ∗ ∂Ric+H ∗ ∂2g

+ g ∗ ∂2Ric

another terms are

II = (∂H ∗ (∂g)y + ∂g ∗ (∂Ric)y

+ H ∗ (∂2g)y + g ∗ (∂2Ric)y)y

III, IV = ((H ∗ ∂g + g ∗ ∂Ric))(g ∗ ∂g − ∂g)yjyk

V = (g ∗ (∂g)y(H ∗ (∂g)y + g ∗ (∂Ric)y)

Lemma 3.2. Under the Finsler Ricci flow the evo-

lution of the scalar curvature is given by

∂

∂t
Ric = 2Ric2 +

1

F 2
gsl(−2

∂2Ricrl
∂xs∂xk

+
∂2Ricrk
∂xs∂xl

+
∂2Ricsl
∂xr∂xk

− ∂2Ricsk
∂xr∂xl

)yryk

+ Lower order terms.

Proof. Using the Finsler Ricci flow and (??), we

have
∂

∂t
Ric = 2Ric2 +

1

F 2
(
∂

∂t
Rk

k)

by (??) we compute the time derivative of Rk
k as,

∂

∂t
Rk

k =
1

2
gsl(2

∂2hrl

∂xs∂xk
− ∂2hrk

∂xs∂xl
− ∂2hsl

∂xr∂xk

+
∂2hsk

∂xr∂xl
)yryk + lower order terms.

Theorem 3.3. Suppose g(t) is a smooth one-

parameter family of Berwald metrics on a manifold

M such that
∂F 2

∂t
= −2F 2Ric, then the evolution

3
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of curvature tensor evolves by

∂

∂t
W i

k = (∂H ∗ ∂g + ∂g ∗ ∂Ric+H ∗ ∂2g

+ g ∗ ∂2Ric)

+ (∂H ∗ (∂g)y + ∂g ∗ (∂Ric)y

+ H ∗ (∂2g)y + g ∗ (∂2Ric)y)y

+ (H ∗ ∂g + g ∗ ∂Ric)(g ∗ ∂g − ∂g)yjyk

+ (g ∗ (∂g)y)(H ∗ (∂g)y + g ∗ (∂Ric)y)

− 1

n− 1
(2Ric2 +

1

F 2
gsl(−2

∂2Ricrl
∂xs∂xi

+
∂2Ricri
∂xs∂xl

+
∂2Ricsl
∂xr∂xi

− ∂2Ricsi
∂xr∂xl

)yryi

+ Lower order terms)
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پذیر �تجزیهR توپولوژی پیرا های گروه

jamalzadeh١٩٨٠@gmail.com بلوچستان، و سیستان دانشͽاه �ریاضͬ، گروه علمͯ هيأت عضو ،* جمالزاده جواد

mohamadzolfagari.١۴@gmail.com بلوچستان، و سیستان دانشͽاه ارشد، کارشناسͬ دانشجوی ذوالفقاری محمد

iخانواده = هر۴,١,٢,٣ برای ما کنیم. مͬ برسͬ توپولوژی پیرا گروه روی بر را پذیری R-تجزیه ما مقاله این در چͺیده:
همومورفیسم ،G روی مقدار حقیقͬ تابع برای هر که شرط این با را G پذیر Ri-تجزیه توپولوژی پیرا های گروه از ای
شرط و باشد Ti جداسازی خاصیت دارای ،H گروه طوریͺه به را H توپولوژی پیرا گروه روی به P : G −→ H پیوسته
توپولوژی پیرا گروه Sorgenfrey خط که دهیم مͬ نشان ما کنیم. مͬ تعریف را باشد برقرار آن برای نیز پذیری تجزیه
-ω موضعا لیندلوف منظم(هاسدورف) توپولوژی پیرا گروه هر حال این با نیست. پذیر R١-تجزیه که است لیندلوفͬ
موضعا منظم لیندلوف توپولوژی پیرا گروه که دهیم مͬ نشان همچنین است. پذیر) پذیر(R٢-تجزیه R٣-تجزیه محدود،
ایزومورفیسم ͬͺتوپولوژی طور به پذیر متر مجزای توپولوژی پیرا های گروه ضرب حاصل از گروهͬ زیر با ω-محدود

هست.
Z-نشاننده ω-سلول، ω-محدود، کلا́ لیندلوف، پذیر، R-تجزیه های گروه کلیدی: کلمات

پیش�گفتار ١

تعریف τ−١ = {U−١ : U ∈ τ}صورت به را H روی τ−١ با را توام توپولوژی ،τ توپولوژی با H توپولوژی پیرا گروه برای
از همومورفیسمͬ x −→ x−١ معͺوس عملͽر و باشد مͬ توپولوژی پیرا گروه ͷی همواره H ′ = (H, τ−١) لذا کنیم. مͬ
وابسته توپولوژِی گروه را H∗ = (H, τ∗) و است H روی توپولوژی گروهͬ τ∗ = τ ∨ τ−١ بالایͬ کران است. H ′ به H

بود. خواهد باشد،هاسدورف T١ که H توپولوژی پیرا گروه هر برای H∗ گروه که است واضح نامیم. مͬ H به

توپولوژی گروه گاه هر گوییم P کاملا را H توپولوژی پیرا گروه باشد. ͬͺتوپولوژی خاصیتͬ P فرضکنیم .١.١ تعریف
باشد. P خاصیت دارای ، H∗ وابسته

زیر ،G در e همانͬ عنصر از V باز ͬͽهمسای هر برای اگر گوییم ω-محدود را G چپ توپولوژی نیم گروه .٢.١ تعریف
.G = A.V باشدکه موجود چنان G از A شمارای مجموعه

مورد توپولوژی پیرا های گروه برای را شمارایͬ فشرده کلا́ و ω-محدودی کلا́ و لیندلوفͬ کلا́ توان مͬ بنابراین
های گروه از ω-محدود کلا́ و لیندلوف کلا́ خانواده کرد خواهیم بحث آن روی ما که مهمͬ موضوع دهیم. قرار مطالعه

١
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است. توپولوژی پیرا
طبق گیریم، مͬ نظر در را τ یعنͬ آن مادر توپولوژی لذا است finer H∗ وابسته توپولوژی گروه از τ∗ توپولوژی چون
موضوع این عͺس که رسد مͬ نظر به است. لیندلوف لیندلوف، کلا́ توپولوژی پیرا گروه که است واضح تعریف(١.١)
آن S∗ وابسته توپولوژی گروه اما است لیندلوف که است توپولوژی پیرا گروه Sorgenfrey خط که چون است اشتباه

نیست. لیندلوف بنابراین است گسسته
بیان را است H∗ وابسته توپولوزی گروه به مربوط که H پیراتوپولوژی های گروه های خاصیت به مربوط ای نتیجه حال

کنیم. مͬ

گروه از بسته گروه زیر ͷی ∆ = {(x, x) : x ∈ H} قطر بنابراین باشد. توپولوژی پیرا گروه ͷی H کنیم فرض .٣.١ لم
که است هاسدورفͬ توپولوژی گروه H × H از′ شده القا توپولوزی با شده مطرح ∆ و است H × H ′ توپولوژی پیرا

است. H∗ وابسته گروه با ͬͺتوپولوژی ایزومورفیسم

باشد. لیندلوف و Σ-فضا گاه هر گویند لیندلوف Σ-فضای را X توپولوژی فضای .۴.١ تعریف

بنابراین: باشد. هاسدورف توپولوژی پیرا گروه H کنیم فرض .۵.١ نتیجه
است. چنین نیز H∗ بنابراین باشد، σ-فشرده ،H اگر .١

است. چنین نیز H∗ بنابراین باشد، لیندلوف Σ-فضای ،H اگر .٢
شماراست. شبͺه دارای نیز H∗ بنابرای باشد، داشته شمارا شبͺه H اگر .٣

دوم نوع شمارای توپولوژی پیرا های گروه از G =
∏

i∈I Gi ͬͺتوپولوژی ضرب حاصل از H گروه زیر هر .۶.١ گزاره
است. ω-محدود کاملا́ کند، صدق T١ شرط در طوریͺه به

با ایزومورفیسم ͬͺتوپولوژی طور به ω-محدود کاملا́ منظم(هاسدورف) و لیندلوف توپولوژی پیرا گروه هر .٧.١ قضیه
اند. دوم نوع شمارای منظم(هاسدورف) توپولوژی پیرا های گروه ضرب حاصل از گروهͬ زیر

پیوسته مقدار حقیقͬ تابع ͷی از باز مجموعه هر بستار هرگاه گوییم k-نرمال کامل طور به را X فضای ما .٨.١ تعریف
باشد. صفر-مجموعه ͷی X بر

طور به H فضای بنابراین باشد. لیندلوف Σ-فضای ͷی و منظم توپولوژی پیرا گروه ͷی H کنیم فرض .٩.١ گزاره
است. k-نرمال کامل

در ها Gδ-مجموعه از γ خانواده هر اگر گوییم، ceLω(X) ≤ ω نمادین طور به یا ω-سلول را X فضای .١٠.١ تعریف
باشد. ∪ γ در چͽال ∪

λ طوریͺه به باشد λ شمارای خانواده زیر شامل X

،H∗ آن وابسته توپولوزی گروه که کنیم فرض و باشد هاسدورف توپولوژی پیرا گروه H کنیم فرض .١١.١ گزاره
بنابراین: باشد لیندلوف Σ-فضای
است. لیندلوف Hکلا́ فضای .١
است. ω-سلول ،H فضای .٢

است موجود ای گونه به H از N بسته گروه زیر بنابراین باشد، H در بسته های Gδ-مجموعه از شمارا خانواده γ اگر .٣
F = Π−١Π(F ) ،F ∈ γ هر برای و بوده شمارا شبͺه دارای و است هاسدورف H

N قسمتͬ خارج توپولوژی پیرا گروه که
است. قسمتͬ خارج همومورفیسم Π : H −→ H

N که
٢
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توپولوژی پیرا های گروه در پذیری �تجزیهR ٢

گروه برای دهند. مͬ تشͺیل ویژه و جالب خواص با را ها گروه از بزرگͬ خانواده پذیر R-تجزیه توپولوژی های گروه
جداسازی اصول ما رو این از دهیم. مͬ ارائه را توپولوژی های گروه در پذیری R-تجزیه شبیه تعرفͬ توپولوژی پیرا های
نمͬ ٠ ≤ i ≤ j ≤ ۴ که وقتͬ توپولوژی های گروه برخلاف چون کنیم. مͬ مشخص توپولوژی پیرا های گروه روی بر را

.Ti ⇒ Tj باشیم داشته توانیم

و باشد Ti فضای ͷی H اگر گوییم، پذیر Ri-تجزیه ،i = ١,٢,٣,۴,۵ برای را H توپولوژی پیرا گروه .١.٢ تعریف
وزن با K توپولوژی پیرا گروه روی به p : H −→ K پیوسته همومورفیسم بتوانیم H روی f مقدار حقیقͬ تابع هر برای

f = gop که کنیم پیدا ای گونه به K روی را g حقیقͬ-مقدار تابع و کند صدق Ti جداسازی شرط در که شمارا

است. پذیر Ri-تجزیه ،١ ≤ i < j ≤ ٣٫ ۵ که وقتͬ پذیر Rj-تجزیه توپولوژی پیرا گروه هر که هست واضح
گروه هر که است واضح همواره این است)، تیخونوف رو این (از است نرمال دوم نوع شمارای منظم فضای هر چون
مورد در پذیری R٣-تجزیه با که این مابرای دلیل این است. پذیر R٣-تجزیه ١

٢
پذیر، R٣-تجزیه تیخونوف توپولوژی پیرا

هست. داریم کار سرو آنها) های توپولوژی(زیرگروه پیرا های گروه
است H ′ به H از همومورفیسمͬ توپولوژی پیرا های گروه در x −→ x−١ معͺوس عملͽر که موضوع این از زیر در

کنیم. مͬ استفاده

است. چنین هم H ′ بنابراین ،i ∈ {١,٢,٣,۴,۵} که باشد پذیر Ri-تجزیه توپولوژی پیرا گروه H اگر .٢.٢ گزاره

توپولوژی پیرا گروه Sorgenfrey خط پذیراست. R-تجزیه لیندلوف توپولوژی گروه هر [١] در ای قضیه به توجه با
بعدی مثال است. پذیر R-تجزیه فشرده پیش توپولوژی گروه هر که دانیم مͬ بعلاوه نیست. پذیر R١-تجزیه که است
نتیجه را پذیری R١-تجزیه فشردگͬ پیش و لیندلوف خاصیت از ترکیبͬ حتͬ توپولوژی پیرا های درگروه که دهد مͬ نشان
ͷکم به توان مͬ که معناست بدین توپولوژی) توپولوژی(پیرا های گروه برای فشردگͬ پیش معمول طور به دهد، نمͬ

پوشاند. را آن همانͬ، عنصر ͬͽهمسای هر از متناهͬ های انتقال از تعدادی

S از ای بسته گروه زیر که باشد صحیح اعداد از گروهͬ Z و باشد Sorgenfrey خط ͷیS کنیم فرض .٣.٢ مثال
ای پایه دارای که است دوری جمعͬ گروه جبری طور به T = S

Z قسمتͬ خارج توپولوژی پیرا گروه بنابراین است،
منظم، T توپولوژی پیرا گروه .n ∈ N که است [٠, ١

n ) باز نیم های بازه وسیله به شده تولید ٠ همانͬ عنصر در موضعͬ
باشد. پذیر R١-تجزیه تواند نمͬ T که کنیم مͬ ادعا است. فشرده پیش و شده مجزا ارثͬ طور به لیندلوف، ارثͬ طور به

متر نرمال اول نوع شمارای فضای ͷی مثال(٣.٢) در S
Z قسمتͬ خارج توپولوزی پیرا گروه و Sorgenfrey خط

کرد. بیان را زیر نتیجه توان مͬ نیست پذیر R١-تجزیه ،T = S
Z و S از ͷی هیچ که موضوع این از لذا است. ناپذیر

H مشخصه (که دهیم مͬ قرار H توپولوژی پیرا گروه همانͬ عنصر از موضعͬ پایه از کاردینال کوچͺترین را χ(H)

است H پایه کاردینال کوچͺترین که دهیم مͬ قرار H وزن را W (H) و شود) مͬ نامیده

.W (H) = χ(H) که است ای گونه به پذیر R١-تجزیه منظم کامل طور به توپولوژی پیرا گروه هر .۴.٢ گزاره

است. ω-محدود طورکامل به پذیر R١-تجزیه توپولوژی پیرا گروه هر .۵.٢ گزاره

است. پذیر R٣-تجزیه ،H ω-محدود کاملا و لیندلوف منظم توپولوژی پیرا گروه هر .۶.٢ قضیه

٣
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-R٢ بنابرای باشد لیندلوف H اگر باشد. ω-محدود کاملا́ هاسدورف پیراتوپولوژی گروه H کنیم فرض .٧.٢ قضیه
است. پذیر تجزیه

،H بنابراین باشد. لیندلوف H که کنیم مͬ فرض و گیریم مͬ نظر در هاسدورف پیراتوپولوژی گروه را H .٨.٢ قضیه
باشد. ω-محدود کاملا́ اگر تنها و اگر است پذیر R٢-تجزیه

با توپولوژی پیرا گروه که کند مͬ ثابت (۵.١) نتیجه از (٣) قسمت بنابراین است، لیندلوف شمارا شبͺه با فضا هر
دارند. همراه به را زیر نتیجه قضیه(٢.۶) و موضوع این است. لیندلوف کلا́ شمارا، شبͺه

است. پذیر R٣-تجزیه شمارا شبͺه با منظم توپولوژی پیرا گروه هر .٩.٢ نتیجه

افتد. مͬ اتفاق هاسدورف توپولوژی پیرا های گروه برای (٧.٢) قضیه به توجه با و فوق نتیجه خاص حالت

است. پذیر R٢-تجزیه شمارا شبͺه با هاسدورف توپولوزی پیرا گروه هر .١٠.٢ نتیجه

خواهد پذیر Ri-تجزیه ،i = ١,٢,٣ ازای به پذیر Ri-تجزیه توپولوژی پیرا گروه ͷی از z-نشاننده گروه زیر .١١.٢ قضیه
بود

زیر هر بنابراین باشد. لیندلوف Σ-فضای ͷی طوریͺه به باشد توپولوژی پیرا گروه ͷی H کنیم فرض .١٢.٢ قضیه
بود. خواهد پذیر R٣-تجزیه ،H از گروه

پذیراست R٣-تجزیه σ-فشرده، منظم توپولوژی پیرا گروه از زیرگروه هر .١٣.٢ نتیجه

نͽاشت φ : X −→ Z fو : D −→ Y کنیم فرض و باشد X فضای از چͽال فضای زیر D کنیم فرض .١۴.٢ لم
،V ∈ β هر برای طوریͺه به باشد Y برای ای پایه β که کنیم فرض باشدو منظم Y و باز φ که باشد ای پیوسته های
.f = goφ |D که است موجود چنان g : φ(D) −→ Y پیوسته نͽاشت بنابراین .cLXf−١(V ) = φ−١φ(cLXf−١(V ))

پذیراست. R٢-تجزیه ،H σ-فشرده هاسدورف توپولوژی پیرا گروه از گروه زیر هر .١۵.٢ گزاره
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1 INTRODUCTION

Since each uniformity space is a topological space,

new topologies can be defined by obtaining new

uniformities. This way for defining topology was

appeared in an article by McCoy([7]) in 2010.

This definition is introduced in the first sec-

tion of this article. For the new definition, some

preliminary concepts are needed. Some of them are

mentioned in the first section (for more information

refer to [3] and [5]).

2 GENERAL UNIFORM

PRODUCT TOPOLOGY

A bronology on a nonempty set S is a family B of

subsets of S satisfying the following axioms:

1) ∀A,B ∈ B : A ∪B ∈ B;

2) ∀A ∈ B ∀B ⊆ A : B ∈ B;

3) ∪B = S.

The set of all bronologies on the set S is de-

noted by BS .

Proposition 2.1. The intersection of a family of

bronologies is a bronology [3].

A base of a bronology B on a set S is any

subset A of B such that ∪A = S and for every

elements A1, A2 of A , there is some A3 ∈ A such

that A1 ∪A2 ⊆ A3.

Proposition 2.2. Let A ⊆ P(S) such that A

is a cover of S and for A1, A2 of A , there exists

A3 ∈ A such that A1 ∪A2 ⊆ A3, then the set

↓ A = {B ⊆ S| ∃A ∈ A : B ⊆ A}

is a bronology on the set S and A is called its base.

The set ↓ A cited in the proposition 2.2 is

called bronology generated by A .

We adhere to the convection if Xs = X for

each s ∈ S, product space
∏

s∈S Xs is shown by

XS . Now, to define the uniformity on the product

space XS , consider

Ps : X
S ×XS −→ Xs ×Xs

for each s ∈ S is the bijection map defined by

Ps(x, y) =< ps(x), ps(y) >=< xs, ys >

for all < x, y >∈ XS × XS . For constructing a

new topology on XS , we need our space X to be

∗Corresponding Author
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a uniform space, say with diagonal uniformity D .

Then, for x ∈ X and D ∈ D , we define

D[x] = {y ∈ X | < x, y >∈ D} .

Theorem 2.3. Let D be a uniformity on a set X,

and E be a base for it. For each x ∈ X, the collec-

tion

Ux = {D[x] | D ∈ D}

is a neighborhood base at x; therefore,
∪
x∈X

Ux is a

base of a topology on X. In addition, E produces

the same topology[4].

Lemma 2.4. If A is a base of a bronology on the

set S, then the subsets of XS ×XS of the form∩
s∈I

P−1
s (D)

where I ∈ A and D is a basic member of D (same

for all s ∈ I), is a base for a uniformity on XS .

Furthermore, the bronology on S generated by A

gives the same uniformity on XS that A does.

A similar proof of the previous lemma can

be found in [7].

The uniformity on XS generated by the base

in lemma 2.4 is denoted by DA . Let γA denote

general uniform product topology on XS which is

generated by the uniformity DA . It is resulted im-

mediately

Proposition 2.5. If A and A ′ are two bases of a

bronology on a nonempty set S, then DA = DA ′ [1].

3 GENERAL UNIFORM

PRODUCT TOPOLOGY

AND COMPLETE LAT-

TICE

In this section, we adhere to the convection if

(X,≤) is a partially ordered set and A ⊆ X, then

the suprimum of A is shown by ∨A, the infimum

of it is shown by ∧A, and the maximum of X is

shown by 1.

Theorem 3.1. If (X,≤) is a partially ordered

set such that 1 ∈ X, and ∧A exists for each

∅ ≠ A ⊆ X, then X is complete lattice [3].

Proposition 3.2. The suprimum of any family

of bronologies on S, {Bi}i∈I , exists in BS and is

equal to

<
∪
i∈I

Bi > = {Bi1 ∪ · · · ∪Bin | ∀n ∈ N , 1 ≤ j ≤ n

ij ∈ I, Bij ∈ Bij

}
[3].

By using propositions 2.1, 3.2, and theorem

3.1, the below theorem can be proved.

Theorem 3.3. Let S be a nonempty set, then the

partially ordered set (BS ,⊆) is a complete lattice.

Proposition 3.4. The collection of all uniformi-

ties on a set X is a complete lattice [9].

For the rest, the family of all the topologies

on a topological space Y is denoted by Top(Y ).

We mention if X and X ′ are complete lat-

tices and f : X → X ′, then the function f is com-

plete ∨-homomorphism whenever

f(
∨
I

ai) =
∨
I

f(ai)

for each ai ∈ X. Now, we will prove the main

theorems of this section.

Theorem 3.5. If U(XS) is the collection of all

the uniformities on XS with S ̸= ∅, and BS is the

family of all the bronologies on S, then the map

ψ : BS → U(XS)

with ψ(B) = DB is complete ∨-homomorphism.

Proof. We need to show

ψ(
∨
I

Bi) = D∨
I

Bi
=

∨
I

DBi =
∨
I

ψ(Bi).

Let E ∈ D∨
I

Bi
; so, there are some B ∈

∨
I

Bi and

D ∈ D such that∩
s∈B

P−1
s (D) ⊆ E.

2
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By proposition 3.2,

B = Bi1 ∪Bi2 ∪ · · · ∪Bin ,

where Bij ∈ Bij for each 1 ≤ j ≤ n. Now,

(
∩

s∈Bi1

P−1
s (D)) ∩ (

∩
s∈Bi2

P−1
s (D)) ∩ · · · ∩

(
∩

s∈Bin

P−1
s (D)) =

∩
s∈B

P−1
s (D) ⊆ E.

Hence, E ∈
∨
I

DBi .

Conversely, let F ∈
∨
I

DBi . According to

the suprimum of a collection of uniformities, there

is some Vs1 ∩ Vs2 ∩ · · · ∩ Vsn such that Vsj ∈ DBsj

for each 1 ≤ j ≤ n and Vs1 ∩ Vs2 ∩ · · · ∩ Vsn ⊆ F .

Since Vsj ∈ DBsj
for each 1 ≤ j ≤ n, there

are some Dsj ∈ D and Bsj ∈ Bsj such that∩
s∈Bsj

P−1
s (Dsj ) ⊆ Vsj . Now, by

D =
n∩

j=1

Dsj ∈ D

and

B = Bs1 ∪Bs2 ∪ · · · ∪Bsn ∈
∨
I

Bi,

we have∩
s∈B

P−1
s (D) = (

∩
s∈Bs1

P−1
s (D)) ∩ (

∩
s∈Bs2

P−1
s (D)) ∩

· · · ∩ (
∩

s∈Bsn

P−1
s (D)) ⊆ (

∩
s∈Bs1

P−1
s (Ds1)) ∩

(
∩

s∈Bs2

P−1
s (Ds2))∩ · · · ∩ (

∩
s∈Bsn

P−1
s (Dsn)) ⊆ Vs1 ∩

Vs2 ∩ · · · ∩ Vsn ⊆ F.

Hence, F ∈ D∨
I

Bi
and this proves what we

wanted. �

Theorem 3.6. If BS is the family of all bronolo-

gies on a nonempty set S, and D is a uniformity on

Xs for each s ∈ S, then ψ : BS → Top(XS) where

ψ(B) = γB is a complete ∨-homomorphism, that

is,

ψ(
∨
I

Bi) = γ∨
I

Bi
=

∨
I

γBi =
∨
I

ψ(Bi).

Proof. Let W ∈
∨
I

γBi . We need to

show W ∈ γ∨
I

Bi
, that is, for each x ∈ W ,

there are some B ∈
∨
I

Bi and D ∈ D such that

x ∈ (
∩
s∈B

P−1
s (D))[x] ⊆W . Since W ∈

∨
I

γBi ,

W =Wi1 ∩Wi2 ∩ · · · ∩Win

such that Wij is a basic open member of γBij
for

each 1 ≤ j ≤ n. For x ∈ W , we have x ∈ Wij for

each 1 ≤ j ≤ n, so that there are some Dij ∈ D

and Bij ∈ Bij such that

x ∈ (
∩

s∈Bij

P−1
s (Dij ))[x] ⊆Wij .

Since Dij ∈ D for each 1 ≤ j ≤ n,

D = Di1 ∩Di2 ∩ · · · ∩Din ∈ D

and

B = Bi1 ∪Bi2 ∪ · · · ∪Bin ∈
∨
I

Bi.

To show (
∩
s∈B

P−1
s (D))[x] ⊆ W , let us consider

y ∈ (
∩
s∈B

P−1
s (D))[x], then

< x, y >∈
∩
s∈B

P−1
s (D)

results

∀s ∈ B < xs, ys >∈ D = Di1 ∩Di2 ∩ · · · ∩Din

⇒ ∀1 ≤ j ≤ n < x, y >∈
∩
Bij

P−1
s (Dij )

⇒ ∀1 ≤ j ≤ n y ∈ (
∩
Bij

P−1
s (Dij ))[x] ⊆Wij

⇒ y ∈Wi1 ∩Wi2 ∩ · · · ∩Win =W.

Hence,
∨
I

γBi
⊆ γ∨

I

Bi
.
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Conversely, let W ′ ∈ γ∨
I

Bi
. We need to

show W ′ ∈
∨
I

γBi . For x ∈W ′,

∃D ∈ D , B ∈
∨
I

Bi : x ∈ (
∩
s∈B

P−1
s (D))[x] ⊆W ′.

Since B ∈
∨
I

Bi, B = Bi1 ∪ Bi2 ∪ · · · ∪ Bin such

that Bij ∈ Bij for each 1 ≤ j ≤ n. By observing

that

((
∩

s∈Bi1

P−1
s (D))[x]) ∩ ((

∩
s∈Bi2

P−1
s (D))[x]) ∩

· · · ∩ ((
∩

s∈Bin

P−1
s (D))[x]) = ((

∩
s∈Bi1

P−1
s (D)) ∩

(
∩

s∈Bi2

P−1
s (D)) ∩ · · · ∩ (

∩
s∈Bin

P−1
s (D)))[x] =

(
∩
s∈B

P−1
s (D))[x],

and considering

Vij = (
∩

s∈Bij

P−1
s (D))[x]

for each 1 ≤ j ≤ n, we have

x ∈ Vi1 ∩ Vi2 ∩ · · · ∩ Vin = ((
∩

s∈Bi1

P−1
s (D))[x])

∩ ((
∩

s∈Bi2

P−1
s (D))[x]) ∩ · · · ∩ ((

∩
s∈Bin

P−1
s (D))[x])

= (
∩
s∈B

P−1
s (D))[x] ⊆W ′.

Hence, γ∨
I

Bi
⊆

∨
I

γBi . �
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Abstract: In this paper by framework of Mackenzie doubles, we introduce double objects (i.e. double
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structures on generalized Lie groups are related, i.e. Mackenzie doubles diagram on generalized Lie groups

is commutative.
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1 INTRODUCTION

In recent years, the objective is to peruse the re-

lationship between double complexes such as the

de Rham double complex and double structures

such as those introduced by Mackenzie. double Lie

groupoids, double Lie algebroids and LA-groupoid

are three types of objects as Mackenzie doubles.

Mackenzie attend Lie functor and its application

to these structures, [3]. R. A. Mehta ([4]), inves-

tigated two new double structures that are related

to the Mackenzie doubles, namely Q-groupoids and

Q-algebroids such that a Q-groupoid (Q-algebroid)

is a supergroupoid (superalgebroid) together a ho-

mological vector field satisfying certain compatibil-

ity conditions. Functors between the categories of

Mackenzie doubles, Q-groupoids and Q-algebroids

is denoted by [−1], from the category of Lie alge-

broids to the category of Q-manifolds. Lie alge-

broid E → M to be Q-manifold ([−1]E,dE), where

[−1]E is the supermanifold with structure sheaf

Γ(∧E∗) and dE is the differential associated to the

algebroid structure of E.

Another important structure in geometry is top

space. The sense of top spaces or generalized Lie

groups was introduced by M. R. Molaei in 1998.

Several authors (Araujo, Mehrabi, Oloomi, Tah-

moresi, Ebrahimi, etc.) studied concepts of gener-

alized groups and top spaces,[1, 2, 5].

In this paper we introduce generalized Lie group-

double structures on top space or generalized Lie

group.

∗Corresponding Author
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2 Generalized Lie group-

double groupoid, general-

ized Lie group-algebroid

and generalized Lie groupLA-

groupoid

A groupoid consist of two sets G and B toghether

two maps α, β : G → B called respectively the

source and target projection, a partial multipli-

cation µ : G ∗ G → G defined on set G ∗ G =

{(h, g) ∈ G × G|α(h) = β(g)}, a map e : B → G

called the object inclusion map, and an inverse map

i : G → G by g 7→ g−1, these maps satisfy the fol-

lowing conditions:

1. α(µ(g, h)) = α(h) and β(µ(g, h)) = β(g), for

all (h, g) ∈ G ∗G;

2. g(hf) = (gh)f for all g, h, f ∈ G such that

α(g) = β(h) and α(h) = β(f);

3. α(e(x)) = β(e(x)) = x, for all x ∈ B;

4. ge(α(g)) = g and e(β(g))g = g, for all g ∈ G;

5. Each g ∈ G has inverse g−1 such α(g−1) =

β(g), α(g) = β(g−1), µ(g−1, g) = e(α(g)) and

µ(g, g−1) = e(β(g)).

Usually an element of B is called an object of the

groupoid G and element of G is called an arrow.

Groupoid G on base B together with smooth

structures on G and B such that α and β are

surjective submersions and partial multiplication

G ∗ G → G, inclusion where and inverse maps are

smooth is said a Lie groupoid.

Definition 2.1. Let αH , βH : D → H and

αV , βV : D → V respectively as source and tar-

get maps and we use α, β denote source and target

maps from H or V to T , the square

V

����

oo oo
oo oo D

����

M oo oo
oo oo H

is double Lie groupoid if the following condi-

tions hold:

1. The horizontal and vertical source and target

maps commute;

αoαH = αoαV βoαH = αoβV

βoβH = βoβV αoβH = βoαV

2.

αV (s1.Hs2) = (αV s1).(αHs2),

αH(s1.V s3) = (αHs1).(αHs3)

and similarity hold for βH , βV ;

3. αV (si1) = βV (si2) and αH(s1i) = βH(s2i),

for all i = 1, 2, ...;

4 . The double source map

(αV , αH) : D → Vs×sH

is submersion.

A generalized Lie group or GLG is a non-

empty Hausdorff smooth d-dimensional manifold T

admitting an operation called multiplication which

satisfies the following conditions:

1. (r.s).t = r.(s.t), for all r, s, t ∈ T ;

2. for each t ∈ T , there is a unique e(t) ∈ T

such that t.e(t) = e(t).t = t;

3. for each t ∈ T there exists s ∈ T such that

t.s = s.t = e(t);

4. The following maps are smooth:

m : T × T → T by

(t1, t2) 7→ t1.t2;

i : T → T by

t 7→ t−1.

Definition 2.2. A generalized Lie group- groupoid

or GLG-Gd is Lie groupoid endowed with a GLG

such that the multiplication m : T × T → T , the

unit map and inverse map, which are the structure

maps of GLG, are Lie groupoid morphism. More-

over m((boa), (doc)) = (m(b, d)om(a, c)).
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Definition 2.3. A generalized Lie group-double

groupoid or GLG-DGd is a double Lie groupoid

with structure of GLG such that two actions mH :

TsH×tHT → T and mV : TsV×tV T → T which

are the structure actions of GLG are double Lie

groupoid morphisms. Also, satisfies in the follow-

ing:

mH((boa), (doc)) = (mH(b, d)omH(a, c));

mV ((boa), (doc)) = (mV (b, d)omV (a, c)).

Let M be a supermanifold and E is a supervec-

tor bundle over M. A superalgebroid is a bundle

map σ : E → TM (the anchor), and Lie bracket

[., .] : ΓE × ΓE → ΓE such that

1. (ΓE , [., .]) has structure of a Lie superalgebra;

2. [X, fY ] = Lσ(X)fY + (−1)|X||f |f [X,Y ].

A generalized Lie group-superalgebroid or GLG-

SAd is superalgebroid together with GLG structure

that mT : ΓT × ΓT → ΓT which is structure

map of GLG, is superalgebroid morphism. Also

mT ((boa); (doc)) = (mT (b; d)omT (a; c)).

Theorem 2.4. Differential map

dE : S[1]Γ(E∗) → S+1[1]Γ(E∗)

satisfies the following conditions:

1. dE is a degree 1 derivation of S[1]Γ(E∗);

2. d2E = 0.

Proof. Let {xα} be local coordinates on T , and

{ei} a frame of sections of E . If {ξi} are the fibre

coordinates dual to {xα}, Then

dE = ξiσα
i

∂

∂xα
− (−1)σi(σj−1) 1

2
ξiξjckij

∂

∂ξk

where [ei, ej ] = ckijek and the anchor of ei is

ξiσα
i

∂
∂xα

. Since dE is derivation, it is enough to

show that the statement holds on C∞(T ) and

Γ(E∗),

iY iXd2Ef (1)

= (−1)(|X||Y |−1)[σ(X)iY dEf (2)

−(−1)|X||Y |σ(Y )iXdAf − i[X,Y ]dEf ]

= (−1)|X|(|Y |−1)[σ(X), σ(Y )]f − σ([X,Y ]f) = 0

which vanishes by anchor identity. Condi-

tion (2) proves by calculation for w ∈ Γ(E∗).

Lemma 2.5. Suppose E → T is a supervector bun-

dle and dE : S[1]Γ(E∗) → S+1[1]Γ(E∗) , Then there

is a unique bundle map σ : E → TT and skew-

symmetric bilinear map [., .] : ΓE × ΓE → ΓE , sat-

isfy the Lebniz rule. The Jacobi identity is satisifed

if and only if d2E = 0.

Proof.

ıXp ...ıX0dEw =

p∑
i=0

(−1)i+
∑

k<i|Xk|+|Xi|(
∑

k>i(|Xk|−1))

Lσ(Xi)ıXp ...ı
⌢
Xi

...ıX0w

for w ∈ Γ(E∗) and X0, ..., Xp ∈ Γ(E). Then for

f ∈ C∞(T ) and w ∈ Γ(E∗), we can uniquely define

and [., .] by

ρ(X)f = ıXdAf = [ıX , dA]f

ı[X,Y ]w = ρ(X)ıY w − (−1)|X||Y |ρ(Y )ıXw

−(−1)|X|(|Y |−1)ıY ıXdAw = [[ıX , dA], ıY ]w

proof of the last part is same as the proof of the

theorem 2.4.

Definition 2.6. A generalized Lie group-

LA groupoid or GLG- LAGd is a GLG-Gd

in the category of GLG-Ad means GLG-Gds

( M //
// A , G //

// T ) such that M is GLG-

Ad over G, A is GLG-Ad over T , and all of struc-

ture maps for the GLG-Gd structure of M are

morphism over corresponding structure maps for

G.

Theorem 2.7. Let ( M //
// A , G //

// T ) be

a GLG-Gd. Then there is an induced GLG-Gd

structure on [j]M //
// [j]A .
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Theorem 2.8. Let ( M //
// A , G //

// T ) be

a generalized Lie group-LA groupoid.

Then [−1]GM
//
// [−1]TA is a generalized Lie

group-Q groupoid.

Proof. We know the vector field on [−1]M is the

algebroid differential dM .
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1 INTRODUCTION

conformal isometric and causal embedding of

Lorentzian manifolds
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Abstract: It is shown that Nash’s theorem can be extended to indefinite metrics by Greene and Clarke.

That is, any semi-Riemannian manifold can be smoothly isometrically embedded in any open subset of semi-

Euclidean space RN
s . The recent conclusion about conformal isometric embedding of Lorentzian manifold

(M, g) in Minkowski space-time LN is studied and compared with causal isomorphic embedding in LN .

Keywords: Conformal isometric embedding, Lorentzian manifold, Causal isomorphic embedding.

1 INTRODUCTION

A celebrated theorem by J. Nash [9] states that

any C3 Riemannian manifold can be isometrically

embedded in any open subset of some Euclidean

space RN for large N . Greene [4] and Clarke

[2] showed independently that Nashs theorem can

be extended to indefinite (even degenerate) met-

rics, that is, any semi-Riemannian manifold can be

smoothly isometrically embedded in any open sub-

set of semi-Euclidean space RN
s for large enough

dimension N and index s. Nevertheless, a new

problem appears when a semi-Riemannian mani-

fold of index s is going to be embedded in a semi-

Euclidean space of the same index RN
s . We will

focus on the simplest case s = 1, i.e., the isomet-

ric embedding of a Lorentzian manifold (M, g) in

Minkowski space-time LN . Such an embedding will

not exist in general; for example, the existence of

a causal closed curve in M contradicts the possi-

bility of an embedding in LN . So, the first task

is to characterize the class of isometrically embed-

dable space-times or conformally embeddable. For

an immersion i : M → M only injectivity of each

dip, p ∈ M is required; the injectivity of i, as well

as being a homeomorphism onto its image, are re-

quired additionally for i to be an embedding.

A space-time (M, g) is a connected C∞

Hausdorff manifold of dimension two or greater

which has a countable basis, a Lorentzian metric

g of signature (+,−, ...,−), and a time orientation

(i.e. M admits a continuous timelike vector field).

We say that a vector v ∈ TpM is time-

like if gp(v, v) > 0, causal if gp(v, v) ≥ 0, null if

gp(v, v) = 0 and spacelike if gp(v, v) < 0. A smooth

curve is timelike (future pointing) if its tangent vec-

tor is everywhere timelike (future pointing), and

similarly for causal, null, future or past pointing,

or spacelike. If p, q ∈ M , then q is in the chrono-

logical future of p, written q ∈ I+(p), if there is a

timelike future pointing curve γ : [0, 1] → M with

∗Corresponding Author
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3 CAUSAL ISOMORPHISM

γ(0) = p, and γ(1) = q; similarly, q is in the causal

future of p, written q ∈ J+(p), if there is a future

pointing causal curve from p to q. For any point, p,

I+(p) is open; but J+(p) need not, in general, be

closed. J+(p) is, however, always a subset of the

closure of I+(p). To be more careful, it is useful to

remind the following conditions.

1. A space-time M which has no point p with a

non-degenerate causal curve which starts and

ends at p is said to satisfy the causal condi-

tion.

2. If each point p has arbitrarily small neighbor-

hoods which any causal curve intersects in a

single component, M satisfies the condition

of strong causality.

3. If M is strongly causal and J±(p) is the topo-

logical closure of I±(p) for every p ∈ M , then

M is causally simple.

4. A space-time M is said to be globally hy-

perbolic if M is strongly causal and J+(p) ∩
J−(q) is compact for all p and q in M .

2 conformal isometry

This section is a review of some results on con-

formal isometry of Lorentzian manifolds by Muller

and sanchez [8]. A time function t on a space-time

is a continuous function which increases strictly

on any future-directed causal curve. Recently [1],

it has been proved that this is also equivalent to

the existence of a temporal function, i.e., a smooth

time function with everywhere past-directed time-

like gradient∇t. A temporal function will be called

steep if ∇t > 1; as we know, not all stably causal

space-times admit a steep temporal function. A

time or temporal function is called Cauchy if it

is onto on R and all its level hypersurfaces are

Cauchy hypersurfaces (i.e., topological hypersur-

faces crossed exactly once by any inextensible time-

like curve). A classical theorem by Geroch [3] as-

serts the equivalence between: (i) to be globally

hyperbolic, (ii) to admit a Cauchy hypersurface,

and (iii) to admit a Cauchy time function.

Proposition 2.1. Let (M, g) be a space-time.If t

is a temporal function then there exists a conformal

metric g∗ = Ωg such that t is steep.

Proposition 2.2. Let (M, g) be a Lorentzian man-

ifold. If there exists a conformal immersion i :

M → LN then (M, g) is a stably causal space-time.

Moreover, if i is a isometric immersion, then the

natural time coordinate t = x0 of LN induces a

steep temporal function on M .

Example 2.3. Let M = (x, t) ∈ R2 : x > 0, g =

(dx2 − dt2)/x2. This is conformal to R+ ×R ⊂ L2

and, thus, causally simple. It is easy to check that

d(p, q) = ∞ for p, q = (±1, 2) and (M, g) cannot be

isometrically immersed in LN .

Proposition 2.4. If a space-time (M, g) admits a

steep temporal function t then it can be isometri-

cally embedded in LN for some N .

on the other hand, Muller showed that

any globally hyperbolic space-time admits a steep

Cauchy temporal function.

Definition 2.5. A bijective map f : (M, g) →
(M, g) is called a smooth conformal isometry if f

is a diffeomorphism and it satisfies f∗g = hg for

some positive function h on M .

Corollary 2.6. (i) Any globally hyperbolic space-

time can be isometrically embedded in some LN .

(ii) A Lorentzian manifold is a stably causal space-

time if and only if it admits a conformal embedding

in some LN .

3 causal isomorphism

We define a bijective map f : M → M to be

a causal isomorphism when p ⪯ q if and only if

f(p) ⪯ f(q) and to be a chronological isomorphism

when p ≪ q if and only if f(p) ≪ f(q). How-

ever, when space-times are strongly causal, two re-

lation are equivalent as the following kim’s theorem

states.
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Theorem 3.1. Let f : (M, g) → (M, g) be a bi-

jection between two n-dimensional strongly causal

space-times with n > 2. Then f is a chronological

isomorphism if and only if f is a causal isomor-

phism.

In 1976, Hawking, King and McCarthy

[5] proposed a new topology on space-times and

showed that any null geodesic preserving homeo-

morphism between strongly causal space-times is

necessarily a smooth conformal isometry the proof

of Hawkings theorem demands that the dimension

of space-times must be greater than 2.

Theorem 3.2. Let the dimensions of strongly

causal space-times M and M be greater than 2.

Then any causal isomorphism (or, equivalently

chronological isomorphism) f : M → M is a

smooth conformal isometry.

From the above theorem, we can see that a

causal isomorphism is necessarily a diffeomorphism

when the associated dimension is greater than or

equal to 3. When dimension is 2, we can only say

that any causal isomorphism is necessarily a home-

omorphism. Kim [6] has introduced a new method

for imbedding a Lorentzian manifold with a non-

compact Cauchy hypersurface and has shown the

following theorem.

Theorem 3.3. Any two-dimensional globally hy-

perbolic space-time with a non-compact Cauchy hy-

persurface can be causally isomorphically imbedded

into L2.

By Geroch’s theorem any globally hyper-

bolic space-time M is homeomorphic to R × S

where S is a Cauchy hypersurface. If M be two-

dimensional space-time and S be a non-compact

Cauchy hypersurface of M , then M is homeomor-

phic to R × R and so it is simply connected. In

fact, two-dimensional globally hyperbolic space-

time M is simply connected iff M has a non-

compact Cauchy hypersurface.

On the other hand, we know[10] that any continu-

ous n-sphere order representation of n-dimensional

space-timeM is a continuous order-embedding into

Ln and so it is a causally isomorphically imbedding.

As a result, we now give a generalization of Theo-

rem 3.3.

Theorem 3.4. Any simply connected and causally

simple space-time can be causally isomorphically

imbedded into L2.

4 Conclusion

Corollary 4.1. If dimension of a space-time be

greater than two, then any causal isomorphism into

LN is a conformal isometry.

The inverse of the corollary 4.1 is not true.

In [7] and [11] it is shown that any space-time ad-

mitting a continuous causal isomorphism must be

conformally flat. Also, there are conformally flat

globally hyperbolic examples that has does not ad-

mit any causal isomorphism into LN .

Corollary 4.2. Let M be a simply connected and

causally simple two dimensional space-time then

any smooth causal isomorphism into LN is a con-

formal isometry and vice versa.
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